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В последние годы активно ведутся дискус-

сии по поводу Единого государственного 

экзамена (ЕГЭ), в частности, ЕГЭ по мате-

матике. Один из главных аргументов про-

тивников ЕГЭ заключается в том, что под-

готовка к ЕГЭ по математике превращается 

в натаскивание школьников на умение ре-

шать определённые типы задач. Предпола-

гается, что при этом школьник осваивает 

лишь некоторые правила и алгоритмы без 

понимания их сути, уподобляясь компьюте-

ру, работающему по строго заданным про-

граммам.

Доля истины в этих опасениях есть, но эти 

опасения скорее связаны не с формой ито-

говой аттестации (ЕГЭ или какие-то другие 

варианты), а в первую очередь с подачей 

материала школьникам. Даже при подготов-

ке к ЕГЭ можно и нужно преподносить мате-

риал обоснованно, с объяснением, почему 

правило или алгоритм именно такие и т. п. 

Другой вопрос, что обычно у учителей прос-

то не хватает времени на такой подход. Да-

лее мы хотим на примере одного метода 

решения неравенств рассмотреть методи-

ческие особенности изучения этой темы 

именно с точки зрения такого подхода. 

Одним из популярных заданий с развёрну-

тым ответом профильного ЕГЭ по матема-

тике является задание 14 (в 2016–

2021 гг. — задание 15). Согласно специфи-

кациям КИМ ЕГЭ за последние несколько 

лет, проверяемые требования (умения) 

в этом задании формулируются как «уметь 

решать уравнения и неравенства» [1]. 

В большинстве случаев задание 14 пред-

ставляет собой решение показательного, 

логарифмического или «смешанного» не-

равенств. Одним из методов решения та-

кого рода неравенств является так назы-

ваемый метод рационализации. Он позво-

ляет свести решение неравенств указанных 

выше типов к решению рационального не-

равенства.

В широком смысле термином «рационали-

зация» можно назвать и другие методы ре-

шения неравенств (например, замену пе-

ременной), т. к. они также позволяют от 

данных неравенств перейти к рациональ-

ному неравенству (или неравенствам). 

Но обычно под методом рационализации 

понимаются такие способы, которые при-

менимы в определённых случаях и основа-

ны на монотонности функций, участвую-

щих в неравенстве. 

Проблема, которая возникает при исполь-

зовании учащимися указанного метода, за-

ключается в том, что многие из них не по-

нимают, почему и как этот метод работает. 

А это приводит к тому, что, во-первых, они 

не всегда его правильно применяют, и, во-

вторых, в более широком смысле, усилива-

ет неверное впечатление о математике как 

о наборе формул и алгоритмов, которые 

нужно запоминать и потом вовремя вспом-

нить.

Поэтому введение этого метода должно 

предполагать обоснование идеи и выделе-

ние условий применимости этого метода. 
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Для примера рассмотрим неравенство вида 0)(log)(log )()( >− xgxf xaxa  или равносильное 

ему неравенство
 

)(log)(log )()( xgxf xaxa > . Стандартным методом решения такого неравен-

ства является следующий:

1)  найти область допустимых значений (ОДЗ) неравенства;

2) т. к. основание зависит от х (т. е. нам неизвестно, больше или меньше это основание 

числа 1), нужно разобрать два случая относительно основания и в каждом случае по-

тенцировать неравенство в соответствии с характером монотонности в этом случае (во-

обще метод рационализации имеет смысл применять именно в случаях с переменным 

основанием);

3) разобрав оба случая (совокупность), получить объединение решений и затем найти его 

пересечение с ОДЗ.

Обобщая, можно сказать, что решение данного неравенства сводится к решению на ОДЗ 

следующей совокупности (1): 
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При использовании метода рационализации данное неравенство )(log)(log )()( xgxf xaxa >  

заменяется на ОДЗ на рациональное неравенство вида 

).2(0))()(()1)(( >−•− xgxfxa  

которое можно решить методом интервалов. По сравнению со стандартным способом по-

лучаем существенный выигрыш в объёме проводимых записей и, соответственно, во вре-

мени.

Но вот здесь нам нужно показать обоснованность такого решения и чётко указать, когда 

так можно делать. 

Проведём равносильные преобразования системы (1):
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Мы видим, что в обеих системах выражения в левых частях одинаковы. При этом в первой 

системе оба эти выражения отрицательны, а во второй системе — оба положительны, т. е. 

имеют одинаковые знаки. То, что эти выражения имеют одинаковые знаки, означает, что 

их произведение положительно:

.0))()(()1)(( >−⋅− xgxfxa

Аналогично можно провести рассуждения в обратную сторону, и таким образом мы полу-

чаем, что совокупность (1) равносильна неравенству (2) на ОДЗ данного неравенства.

Таким образом, неравенство 0)(log)(log )()( >− xgxf xaxa  на ОДЗ равносильно неравенству  

.0))()(()1)(( >−⋅− xgxfxa  Но нужно чётко сказать, что это не означает, что выражения 

в левых частях этих неравенств тождественно равны. В данном случае нам важно только 

то, что совпадают знаки этих выражений (оба больше 0), а не их значения. В общем случае 

можно доказать, что знак выражения )(log)(log )()( xgxf xaxa −  совпадает со знаком выраже-

ния ))()(()1)(( xgxfxa −⋅−  при всех допустимых значениях аргумента.

Отсюда вытекает условие применимости данного метода: мы можем заменить выражение 

вида )(log)(log )()( xgxf xaxa −  на выражение ))()(()1)(( xgxfxa −⋅−  только в том случае, ког-

да нам важен только знак этих выражений, т. е. в неравенствах вида 0),,()( ≤≥<>xF , где 

F(x) представляет собой одно такое выражение или произведение (частное) таких выражений. 
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При этом нужно постоянно выделять, что эти замены делаются на ОДЗ исходного нера-

венства.

С методической точки зрения полезнее будет сначала чётко освоить стандартный метод 

решения таких неравенств с пониманием, почему получаются такие знаки, когда они меня-

ются, т. е. требуется понимание свойств монотонности логарифмической (показательной) 

функции. Далее уже можно давать метод рационализации, обосновав его на одном типе 

неравенств. После этого можно указать и другие аналогичные замены, основываясь на ра-

нее введённых.

Например, неравенство вида 1)(log )( >xfxa  можно переписать в виде 01)(log )( >−xfxa , далее 

в виде 0)(log)(log )()( >− xaxf xaxa  и, таким образом, свести к ранее рассмотренному случаю. 

Значит, на ОДЗ исходного неравенства оно равносильно неравенству
 

0))()(()1)(( >−⋅− xaxfxa .

Аналогично неравенство 0)(log )( >xfxa  можно записать в виде 01log)(log )()( >− xaxa xf  

и тогда на ОДЗ оно будет равносильно неравенству 0))(()1)(( >−⋅− 1xfxa .

Также метод рационализации удобно применять для решения показательных нера-

венств вида 0)()( )()( >− xgxf xaxa  и приводимых к этому виду. Проводя аналогичные рас-

суждения, можно показать, что это неравенство на ОДЗ равносильно неравенству 

0))()(()1)(( >−⋅− xgxfxa .

В самом общем виде метод рационализации можно применять для решения неравенств 

разных типов или смешанных неравенств, после их приведения к нужному виду (если это 

возможно).

Рассмотрим следующий пример [2, с. 134]: решите неравенство .0
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Данное неравенство уже в исходном виде допускает применение метода рационализа-

ции, т. к. правая часть — нулевая, а левая представляет собой произведение нескольких 

выражений. Поэтому нам важен только знак этих выражений. Тогда на ОДЗ мы можем 

заменить логарифмические выражения на рациональные:
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Учитывая, что при всех
 

0)sin()3;2(2);2,1( <+∪∈ xx π , умножив обе части неравенства 

на 0)sin( <+ xπ , получаем рациональное неравенство вида:

,0)75)(14()3)(2( ≤−−⋅+− xxxx

решение которого имеет вид: );2[]4,1;25,0[]3;( +∞∪∪−−∞∈x . Находим пересечение с ОДЗ 

и получаем окончательный ответ: )3;2()4,1;2,1( ∪∈x .

Таким образом, метод рационализации в подходящих случаях на самом деле позволяет 

решать неравенства быстрее и «компактнее», чем это было бы при решении другими спо-

собами. Поэтому обучать этому методу нужно, но не просто в виде схематичного алгорит-

ма, а с пояснением того, почему и как этот алгоритм можно применять. �
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