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Геометрия является одним из традиционных 

разделов школьного курса математики. 

С 7-го по 9-й класс учащиеся изучают важ-

нейшие разделы «Планиметрии», а в 10–

11-х классах начинается новый и достаточно 

сложный для восприятия большинством 

школьников раздел «Стереометрия».

В курсе математики при решении стерео-

метрических задач рассматривается пре-

имущественно аналитический метод, кото-

рый опирается на сформированный 

в 7–9-х классах математический аппарат. 

Несмотря на универсальность данного ме-

тода, у него есть ряд минусов, один из кото-

рых состоит в том, что в большинстве задач 

использование данного метода приводит 

к громоздким решениям, а при наличии не-

точности построения чертежа может при-

вести к ошибочным выводам. В качестве 

альтернативного метода решения задач та-

кого типа можно рассмотреть координатно-

векторный метод.

Появление координатно-векторного метода 

в геометрии связано с использованием ал-

гебры при решении геометрических задач, 

что, в свою очередь. привело к появлению 

новой самостоятельной науки — аналити-

ческой геометрии. Ко ор ди натно-векторный 

метод актуален на сегодняшний день, так 

как находит своё применение в разных об-

ластях науки и общественной жизни [7]. Ме-

тод координат лежит в основе механики, 

геодезии, астрономии, используется в меди-

цине, экономике, географии, информатике. 

Вектор используется в физике для характе-

ристики физических величин. Его изучению 

уделяют внимание как в школьной програм-

ме, так и в таких разделах высшей матема-

тики, как «Линейная алгебра», «Функцио-

нальный анализ». Рассматриваются 

прямоугольная, полярная, аффинная, сфе-

рическая, цилиндрическая и другие системы 

координат. В данной статье мы рассмотрим 

прямоугольную систему координат.

Координатно-векторный метод соединяет 

в себе метод координат и векторный метод. 

В координатном методе целесообразно 

знакомиться с прямоугольной системой ко-

ординат, способами нахождения и задания 
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координат точки на плоскости и в про-

странстве. В векторном методе должны 

рассматриваться понятия вектора и связан-

ные с ним определения, теоремы и свойс-

тва. Объединив координатный и векторный 

метод, можно вывести необходимые фор-

мулы и найти удобный способ решения лю-

бой геометрической задачи.

В контрольно-измерительных материалах 

ЕГЭ по математике стереометрия пред-

ставлена в первой части заданием 8, 

а во второй части заданием 14. Задание 

8 требует базовых знаний стереометрии и 

не приводит к использованию сложных ма-

тематических формул. Задание 14 гораздо 

сложнее. При решении обеих задач можно 

использовать координатно-векторный ме-

тод для упрощения решения, что. в свою 

очередь, минимизирует вероятность допу-

щения ошибки. Рассмотрим решение зада-

чи аналитическим и координатно-вектор-

ным методом.

Задача. (Пробный экзамен, Санкт-Петер-

бург, 22.03.2013 г).

Сторона основания правильной четырёх-

угольной призмы ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
 равна 2, 

высота — 4. Точка E середина отрезка CD, 

точка F — середина отрезка AD. Найдите 

угол между прямыми СD и B
1
E.

1 способ. Аналитический метод

1) Построим чертёж правильной четырёх-

угольной призмы ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
 (рис. 1).

Рис. 1. Чертёж правильной четырёхугольной 
призмы

2) Заметим, что данные прямые являются 

скрещивающимися. Для того чтобы найти 

угол между данными прямыми, необходимо 

построить такую прямую, которая была бы па-

раллельна CF и пересекалась с прямой B
1
E. 

Тогда полученный угол будет равен искомо-

му.

3) Выполним параллельный перенос отрез-

ка CF в отрезок EF
1
 (рис. 2).

Рис. 2. Параллельный перенос отрезка 

Так как FC || EF
1
 и EF

1
 ∩ B

1
E, то ∠B

1
EF

1
 

равен искомому углу между B
1
E и CF.

4) Рассмотрим прямоугольный треугольник 

BEC. По теореме Пифагора имеем:

5) Рассмотрим прямоугольный треугольник 

BA
2
F

1
. Так как отрезок EF

1
 получен парал-

лельным переносом CF, то CF = AA
2
 = 1.

Тогда BA
2
 = BA + AA

2
 = 3. По теореме Пифа-

гора из треугольника BA
2
F

1
 имеем:

6) Заметим, что так как ED
2
 = BC, а F1D2

 = 

CE, то прямоугольные треугольники F1D2
E

 
и 

EBC равны, а значит, EF
1
 = BE = √

−
5.

7) Рассмотрим прямоугольный треугольник 

BF
1
B. По теореме Пифагора имеем:
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8) Рассмотрим прямоугольный треугольник 

BB
1
E

1
. По теореме Пифагора имеем:

9) Рассмотрим треугольник B
1
EF

1
. Заме-

тим, что для данного треугольника выпол-

нима теорема Пифагора:  

Причём катетами данного треугольника яв-

ляются отрезки B
1
E

 
и EF

1
. Тогда угол между 

ними равен 90°, а значит, и искомый угол 

равен 90°.

Ответ: 90°.

2 способ. Координатно-векторный метод

1) Впишем правильную четырёхугольную 

призму ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
 в трёхмерную пря-

моугольную декартову систему координат 

(рис. 3).

Рис. 3. Правильная четырёхугольная призма 
в ПДСК

2) В данной ПДСК имеем следующие точки и 

их координаты: B(0; 0; 0), B
1
(0; 0; 4), E(1; 2; 0), 

C(0; 2; 0), F(2; 1; 0),

3) Для того чтобы найти угол между двумя 

прямыми, необходимо найти их направляю-

щие векторы и затем найти угол между 

данными векторами, полученный угол явля-

ется искомым.

4) Направляющий вектор для отрезка пря-

мой CF равен CF = (2; –1; 0), а для отрезка 

прямой B
1
E имеем вектор B

1
E = (1; 2; –4).

5) Угол между векторами можно найти 

по формуле (1):

(1)

6) Найдём длины векторов: 

а                                                             

7) Найдём модуль скалярного произведе-

ния векторов:

8) Таким образом

Ответ: 90°.

Заметим, что решение задачи аналитичес-

ким способом является более объёмным 

и сложным в сравнении с координатно-век-

торным методом. При решении задачи пер-

вым способом использовался метод парал-

лельного переноса, который учащимися 

воспринимается довольно сложно, невер-

ное построение искомого отрезка может 

привести, в свою очередь, к неверным вы-

водам, что скажется на решении задачи. 

В случае с координатно-векторным мето-

дом решения сложность может заключать-

ся лишь в запоминании формулы для на-

хождения косинуса искомого угла, однако 

данный метод требует минимального коли-

чества расчётов и логических выводов, что 

существенно снижает вероятность допуще-

ния ошибки.

Необходимо сказать, что учащиеся школ ис-

пытывают трудности, связанные с усвоени-

ем большого объёма математической ин-

формации, получаемой в рамках школьного 

курса математики, что является следствием 

= √16 + 10  

= √26  

= √16 + 5  

= √21  

√26 = √21 + √5 ⇒ 26 = 26.  

z
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cos =
√ ∙√
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.

=  1 + 2 + (−4) = √21 . 

∙  = 2 ∙ 1 + ( −1 ) ∙ 2 + 0

+ 0 ∙ ( −4 ) = 0 .  
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нехватки времени. Учителя математики 

также сталкиваются с проблемой нехватки 

времени, обусловленной необходимостью 

следовать установленному учебному плану, 

что, в свою очередь, сказывается на качес-

тве математических знаний и объёме мате-

матического инструментария, которым мо-

жет овладеть учащийся. Перед педагогом 

ставится сложная задача: обеспечить фор-

мирование у учащихся качественных мате-

матических знаний, сведений о математи-

ческих моделях, реальных математических 

процессах и предоставить учебный матери-

ал в максимально доступной для воспри-

ятия учащимся форме при условии ограни-

ченности временного ресурса. 

Авторы статьи разработали специальные 

структурно-логические схемы по теме «Ко-

ординатно-векторный метод решения сте-

реометрических задач», которые могут 

быть использованы на уроках геометрии 

в 10–11-х классах как при объяснении но-

вого материала, так и для обобщения 

и систематизации полученных знаний. Ме-

тодическая значимость данной формы 

представления учебной информации высо-

ка, поскольку схемы освобождают от неак-

туальной, малозначимой информации, что 

способствует рациональному распределе-

нию теоретического материла и времени, 

отведённого на его изучение. Кроме того, 

необходимо отметить, что использование 

схем позволяет учащимся овладеть навы-

ками анализа, синтеза и сравнения инфор-

мации, представляемой в графической 

форме. Ещё одним преимуществом таких 

схем является содержание информации, 

необходимой для запоминания и сгруппи-

рованной таким образом, чтобы схему 

можно было зрительно «сфотографиро-

вать», что отвечает правилам мнемоники 

[3, 4, 5, 10]. 

Рассмотрим более подробно визуальный 

подход систематизации знаний, получен-

ных в разделе стереометрии школьного 

курса геометрии. Приведём пример струк-

турно-логической схемы «Классификация 

основных типов задач, решаемых коорди-

натно-векторным методом», которая мо-

жет быть использована как в рамках уро-

ков геометрии, так и при подготовке 

к сдаче единого государственного экзаме-

на по профильной математике в 11-м клас-

се (см. рис. 1).

Классификация типов задачи № 14 ЕГЭ 

по математике профильного уровня и ос-

новные методы их решения, представлен-

ные на рис. 1, продиктованы в первую оче-

редь необходимостью в организации 

процесса систематического обучения гео-

метрии в школьном курсе математики, 

а также соответствует кодификаторам 

и спецификациям КИМ ЕГЭ [9], перечню за-

дач, представленных на электронных обра-

зовательным ресурсах [4]. Однако необхо-

димо отметить, что наглядное представление 

данных типов задач в виде граф-схемы ра-

нее представлено не было.

На граф-схеме (рис. 4) представлены следу-

ющие типы задач, решаемых координатно-

векторным методом:

«Расстояние между прямыми и плоско-• 

стями»;

«Угол между прямой и плоскостью»;• 

«Угол между прямыми»;• 

«Расстояние от точки до плоскости»;• 

«Угол между плоскостями».• 

Для каждого типа приводятся формулы, 

при помощи которых может быть решена 

задача указанного типа и указываются не-

обходимые для этого данные.

Другим примером структурно-логической 

схематизации являются табличные опор-

ные схемы-алгоритмы:

«Угол между прямыми в пространстве» • 

(рис. 5);

«Угол между прямой и плоскостью» • 

(рис. 6);

«Угол между плоскостями» (рис. 7);• 

«Расстояние между прямыми и плоскос-• 

тями» (рис. 8);

«Расстояние от точки до плоскости» • 

(рис. 9).

Стоит отметить, что решение задач коорди-

натно-векторным методом является слож-

ным ввиду отсутствия наглядного алгорит-

ма, позволяющего безошибочно решить 

поставленную математическую задачу. 

В большинстве источников [1, 2, 6] алго-

ритм решения задач координатно-вектор-

ным методом содержится или в словесной 

форме или представлен в качестве приме-

ра решения конкретной математической 

задачи. К сожалению, на сегодняшний день 



93ШКОЛЬНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ  3’2020

З
а
д

а
ч

а
 №

 1
4
 Е

Г
Э

 п
о

п
р

о
ф

и
л

ь
н

о
й

 м
а
т
ем

а
т
и

к
е

Р
а

сс
т
о
я

н
и

е 
о
т
 т

о
ч

к
и

 

д
о

 п
л

о
ск

о
ст

и
Р

а
сс

т
о
я

н
и

е 
м

еж
д

у
 

п
р

я
м

ы
м

и
 и

 п
л

о
ск

о
ст

я
м

и

У
го

л
 м

еж
д

у
 п

р
я

м
о

й
 

и
 п

л
о
ск

о
ст

ь
ю

У
го

л
 м

еж
д

у
 

п
р

я
м

ы
м

и

У
го

л
 м

еж
д

у
 п

л
о

ск
о

ст
я

м
и

П
у
ст

ь
 д

ан
а 

то
ч

к
а 

М
 (

x 0
; 

y 0
; 

z 0
) 

и
 п

л
о

ск
о

ст
ь
 α

: 
А

х 
+

 В
у 

+
 С

z 
+

 D
 =

 0
.

П
у

ст
ь
 д

ан
а 

п
р

я
м

ая
 l 

  
α

 и
 т

о
ч

к
а 

М
 =

 (
х 0

; 
у 0

; 
z 0

) 
∈

 l 
и

 п
л
о

ск
о

ст
ь
 

α
: 

А
х 

+
 В

у 
+

 С
z 

+
 О

 =
 0

. 
Р

ас
ст

о
я
н

и
е 

о
т 

п
р

я
м

о
й

 д
о

 п
л
о

ск
о

ст
и

 н
ах

о
д

и
м

 

н
о
 ф

о
р
м

у
л
е:

П
у
ст

ь 
д
ан

а 
п

р
ям

ая
 l 

и
 н

ап
р
ав

л
яю

щ
и

й
 

в
ек

то
р

 m
 =

 (
а 1

; 
b 1

; 
c 1

) 
и

 п
л
о

ск
о

ст
ь
 

α
: 

А
х 

+
 В

у 
+

 С
z 

+
 О

 =
 0

 

и
 н

о
р
м

ал
ь
н

ы
й

 в
ек

то
р

 n
 =

 (
А

, В
, С

).

П
у
ст

ь
 д

ан
а 

п
л
о

ск
о

ст
ь
 

α
: 

А
1
х 

+
 В

1
у 

+
 С

1
z 

+
 D

1
 =

 0
 с

 в
ек

то
р
о
м

 

н
о

р
м

ал
и

 n
1
 =

 (
А

1
, В

1
, С

1
) 

и
 п

л
о

ск
о

ст
ь
 

β
: 

А
2
х 

+
 В

2
у 

+
 С

2
z 

+
 D

2
 =

 0
 с

 в
ек

то
р
о
м

 

н
о

р
м

ал
и

 n
2
 =

 (
А

2
, В

2
, С

2
)

П
у
ст

ь
 д

ан
а 

п
р
я
м

ая
 l 

и
 

н
ап

р
ав

л
я
ю

щ
и

й
 в

ек
то

р
 m

1
 =

 (
а 1

; 
b 1

; 
c 1

)

и
 п

р
я
м

ая
 p

 c
 н

ап
р
ав

л
я
ю

щ
м

 в
ек

то
р
о
м

m
2
 =

 (
а 2

; 
b 2

; 
c 2

).

2
2

2

0
0

0
)

,
(

C
B

A

D
C

z
B

y
A

x
M

di
st

+
+

+
+

+
=

α

2
2

2

0
0

0
)

,
(

C
B

A

D
C

z
B

y
A

x
M

di
st

+
+

+
+

+
=

α

2
2

2
2 1

2 1

2 1

1
1

1
co

s
C

B
A

c
b

a

C
c

B
b

A
a

+
+

+
+

+
+

=
β

2 2

2 2

2 2

2 1

2 1

2 1

2
1

2
1

2
1

co
s

c
b

a
c

b
a

c
c

b
b

a
a

+
+

+
+

+
+

=
β

2 2

2 2

2 2

2 1

2 1

2 1

2
1

2
1

2
1

co
s

C
B

A
C

B
A

C
C

B
B

A
A

+
+

+
+

+
+

=
ϕ

Р
и

с.
 4

. 
В

и
зу

а
л

и
за

ц
и

я
 з

а
д

а
ч

 Е
Г

Э
, 

р
еш

а
ем

ы
х

 к
о

о
р

д
и

н
а

т
н

о
-в

ек
т

о
р

н
ы

м
 м

ет
о

д
о

м



КОСЯРСКИЙ А.А., МОРОЗ О.В. ВИЗУАЛИЗАЦИЯ ПРИ РЕШЕНИИ СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ЕГЭ ПО МАТЕМАТИКЕ...94

Рис. 5. Опорная схема-алгоритм «Угол между прямыми в пространстве»

Рис. 6. Опорная схема-алгоритм «Угол между прямой и плоскостью»

Угол между прямыми в пространстве

Условие В пространстве заданы две прямые l1, l2 (пересекающиеся, скрещивающиеся или параллельные)

1 Вводим трёхмерную прямоугольную декартову систему координат

2
Описываем координаты концов отрезков, задающих прямые l1, l2 соответственно в ведённой 

ПДСК

3 Найти координаты направляющих векторов ),,( 1111 zyxm =  и ),,( 2222 zyxm =  

4
Вычислить скалярное произведение векторов 

1m  и 
2m  по формуле: 

                                           
21212121 zzyyxxmm •+•+•=•

5
Вычислить длины направляющих векторов 

1m , 
2m  прямых l1, l2 соответственно, по формуле:

                                                     2

1

2

1

2

11 zyxm ++=

6

Вычислить значение ),cos( 21 mm

〈

, равное косинусу угла между прямыми l1, l2 по формуле:

                                                  21

21
21 ),cos(

mm
mm

mm
•

•
=

〈

7 Находим значение ),(arccos(cos),( 2121 mmll =∠

〈

Угол между прямой и плоскостью

Условие
В пространстве задана прямая l и некоторая плоскость α, пересекаемая данной прямой. 

Найти угол между прямой и плоскостью

1 Вводим трёхмерную прямоугольную декартову систему координат

2 Описываем координаты концов отрезка, задающих прямую l в ведённой ПДСК

3 Найти координаты направляющего вектора ),,( 111 cbam =  

4 Записать уравнение плоскости α в виде: Ах + Ву + Сz + D = 0

5
Находим координаты вектора нормали n  к плоскости α.

                                                          ),,( CBAn =

6
Вычислить скалярное произведение векторов m  и n  по формуле: 

                                                  CcBbAanm •+•+•=•
111

7

Вычислить длины направляющего вектора m  прямой l и вектора нормали n  плоскости α 

по формуле:

                                                           
2

1

2

1

2

11 cbam ++=

8

Вычислить значение ),cos( nm , равное косинусу угла между прямой l и плоскостью α 

по формуле:

                                                        nm
nm

nm
��

��

��

•

•
=),cos(

〈

9 Находим значение ),(arccos(cos),( 11 nmαl =∠

〈
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Рис. 7. Опорная схема-алгоритм «Угол между плоскостями»

Рис. 8. Опорная схема-алгоритм «Расстояние между прямыми и плоскостями»

Угол между плоскостями

Условие В пространстве заданы пересекающиеся плоскости α, β. Найдите угол между плоскостями

1 Вводим трёхмерную прямоугольную декартову систему координат

2 Записать уравнение плоскости α в виде: 01111 =+++ DzCyBxA

3 Записать уравнение плоскости β в виде: 02222 =+++ DzCyBxA

4
Находим координаты вектора нормали n1 к плоскости α.

                                                          )( 1111 CBAn =

5
Находим координаты вектора нормали n1 к плоскости β.

                                                          )( 2222 CBAn =

6
Вычислить скалярное произведение векторов нормали n1 и n2 по формуле:

                                                               21212121 CCBBAAnn •+•+•=•

7
Вычислить длины векторов нормали n1, n2 плоскостей α, β по формуле: 

                                                    2

1

2

1

2

11 CBAn ++=

8

Вычислить значение соs ),( 21 nn

〈

, равное косинусу утла между плоскостями α и β по формуле:

                                                    21

21
21 ),cos(

nn

nn
nn

•

•
=

〈

9 Находим значение )),(arccos(cos),( 21 nn=∠ βα

〈

Расстояние между прямыми и плоскостями

Условие
В пространстве задана плоскость α, некоторая прямая l  α и точка М, лежащая 

на данной прямой. Найти расстояние от прямой до плоскости

1 Вводим трёхмерную прямоугольную декартову систему координат

2 Описываем координаты точки М(х0, y0, z0), лежащую на прямой l в ведённой ПДСК

3 Записать уравнение плоскости α в виде: Ах + Ву + Сz + О = 0

4
Находим координаты вектора нормали n  к плоскости α.

                                                                    ),,( CBAn =  

5
Вычислить длину вектора нормали n  плоскости α по формуле:

                                                                  222

1 CBAn ++=

6

Вычислить расстояние от точки М до плоскости α по формуле:

 

                                              n

DzCyBxA
Mdist

�

+•+•+•
= 000

),( α
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существует очень мало наглядных схем, 

позволяющих охватить алгоритм одним 

взором. Ввиду этого мы предлагаем пред-

ставленный выше комплекс табличных 

опорных схем-алгоритмов.

Исходя из своего образовательного назна-

чения данные опорные схемы могут выпол-

нять следующие функции: диагностическую, 

контролирующую, обучающую. Внедрение 

предложенных граф-схем и табличных опор-

ных схем-алгоритмов можно расценивать 

как эффективный приём развития творчес-

кого, логического мышления, который также 

позволяет задействовать основной канал 

восприятия информации — визуальный.

Ввиду биологической предрасположенности 

человека к восприятию преимущественной 

визуальной информации, сгруппированной 

в укрупнённые структурные единицы (опор-

ные схемы, таблицы), использование метода 

сгущения информации при моделировании 

учебного материала, на наш взгляд, способ-

ствует развитию воображения, пространс-

твенного и логического мышления. Использо-

вание предложенных в статье граф-схем и 

опорных табличных схем-алгоритмов в школь-

ном курсе математики может способствовать 

усвоению сложной математической термино-

логии. Таким образом, предложенные средс-

тва визуализации об ра зо вательного процесса 

при изучении координатно-векторного мето-

да решения задач направлены в первую оче-

редь на повышение качества основного об-

щего образования, так как они обеспечивают 

формирование прочных теоретических 

и практических знаний, умений и навыков 

в процессе изучения дисциплин математичес-

кой направленности. �
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Рис. 9. Опорная схема-алгоритм «Расстояние от точки до плоскости»

Расстояние от точки до плоскости

Условие
В пространстве задана плоскость α, и некоторая прямая точка М, не лежащая на данной 

плоскости. Найти расстояние от точки до плоскости

1 Вводим трёхмерную прямоугольную декартову систему координат

2 Описываем координаты точки М(х0, y0, z0), лежащую на прямой l в ведённой ПДСК

3 Записать уравнение плоскости α в виде: Ах + Ву + Сz + О = 0

4
Находим координаты вектора нормали n  к плоскости α.

                                                         ),,( CBAn =  

5
Вычислить длину вектора нормали n  плоскости α по формуле: 
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Вычислить расстояние от точки М до плоскости α по формуле:
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