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В работе вводятся методы получения оценок достоверности тести-

рования и шкалирования тестовых заданий, основанные на исполь-

зовании аналитических свойств модели педагогических измерений

по G. Rasch. В классической математической статистике для этих

целей используются методы, основанные на применении функций

Лапласа, не имеющих аналитического выражения и требующих при-

менения численных методов расчёта. Использование предложен-

ных аналитических формул вычисления основных показателей каче-

ства измерений позволяет значительно упростить расчёты, сводя их

к вычислению элементарных функций. Наличие аналитических зави-

симостей позволяет теоретически исследовать зависимость пока-

зателей тестов от параметров тестовых заданий. На основе полу-

ченных формул даются практические рекомендации по выбору не-

которых параметров тестов.
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Введение

Любое измерение, особенно педагогическое, от результатов кото-
рого зависит личная судьба больших масс обучаемых как в школах,
так и в других учебных заведениях, должно иметь математически
обоснованные доказательства того, что используемая методика те-
стирования является корректной. В классической теории тестиро-
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вания [1] используются методы
математической статистики, ос-
нованные на теоремах закона
больших чисел. Эти методы ус-
пешно применяются также для
контроля качества массовой
продукции и для аналогичных
задач в других отраслях науки и
техники [2].

Математической основой
многих статистических методов
является применение функций
Лапласа [3]. Этот класс функ-
ций не имеет аналитического
выражения и требует для своего
вычисления специальных мето-
дов расчёта [4]. Это обстоятель-
ство заметно усложняет вычис-
ления, поскольку при ручных
вычислениях требуются табли-
цы основных статистических
распределений, а при использо-
вании компьютеров требуются
значительные затраты машин-
ного времени.

Оценки достоверности по-
лучаемых при этом результатов
связаны с широким использова-
нием нормального закона распре-
деления, согласно которому не-
зависимо от частных распреде-
лений случайных величин их
сумма будет распределена по
нормальному закону. Для прак-
тического применения закона
больших чисел центральную
роль играет интегральная функ-
ция нормального распределения

(1)

которая широко использова-
лась в ранних моделях педаго-
гических измерений
L.L. Thurstone, M.W. Richard-
son, W.A. Fergusson, D.M. Lawly,
F.M. Lord и других [3]. Однако
подобные модели имеют недо-
статки:
1. Функция (1) записана в виде
интеграла с переменным верх-
ним пределом и не может быть
выражена через элементарные
функции. Поэтому её значения
приходится вычислять путем
разложения в ряд или числен-
ного интегрирования [4], что
значительно увеличивает объём
вычислений.
2. Невозможны аналитические
исследования формул, исполь-
зующих функцию (1) и вывод
на их основе простых рабочих
формул, с использованием всех
полезных свойств функции (1).

В процессе развития тео-
рий педагогических измерений
G. Rasch предложил априорно
модельный подход к решению
задач определения вероятности
правильного ответа, который
основан на использовании вме-
сто функции (1) произвольных
функций, имеющих график,
сходный с графиком (1) и нор-
мируемых с помощью искусст-
венно вводимых парамет-
ров [5, 6]. Наиболее простым и
удобным для аналитических
расчётов является семейство
логистических функций вида

(2)
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в котором параметр  D играет
роль нормирующего множителя.
При правильном выборе D вме-
сто значений функции (1) мож-
но вычислять значения её моде-
ли (2), причём такая замена да-
ёт среднеквадратическую по-
грешность вычисления не выше
10-5, что вполне достаточно для
педагогических измерений [9].

Априорно модельный под-
ход, предложенный G. Rasch,
неоднократно доказывал свою
актуальность и практическую
полезность, однако не все его
потенциальные возможности
раскрыты и в настоящее время.
Например, при оценке досто-
верности результатов педагоги-
ческих измерений (в том числе,
и по модели G. Rasch) в настоя-
щее время используются чис-
ленные методы математической
статистики [2, 7]. Между тем,
априорно-модельный подход,
благодаря использованию ана-
литических функций типа (2),
позволяет получить ряд анали-
тических решений для задач
оценки достоверности результа-
тов тестирования, приводящих
к сравнительно простым и удоб-
ным для практического исполь-
зования формулам.

Задачи исследования

В работе предлагается модель-
ный подход к получению оце-
нок достоверности результатов
педагогических измерений с по-
мощью математической модели

(2). Для уточнения математиче-
ской формулировки задачи вве-
дем формальное описание клас-
сического подхода к получению
статистических оценок резуль-
татов тестирования.

Статистическим материа-
лом для вычислений при про-
ведении педагогических изме-
рений является матрица ис-
ходных тестовых баллов, или
тестовая матрица. Формально
представим тестовую матрицу
T размером m × n в виде

Здесь m — число испытуе-
мых, n — число заданий теста.
Суммированием по строкам ма-
трицы  T можно найти статис-
тику, называемую относитель-
ной частотой правильных отве-
тов i-го испытуемого на n зада-
ний теста:

(3)

Относительная частота (3)
является эмпирической статис-
тической оценкой вероятности
события A (i-й испытуемый име-
ет высокий уровень знаний по
теме теста), 

Другой важной в теории
педагогических измерений
статистикой является сумма
по столбцам тестовой матри-
цы T, называемая относитель-
ной частотой правильных от-
ветов m испытуемых на  j зада-
ние теста:
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(4)

Относительная частота (4)
является статистической оцен-
кой вероятности события B (j-е
задание имеет низкий уровень
трудности), 

Вычисление вероятностей
этих событий P(A) и  P(B) по
матрице исходных тестовых ре-
зультатов T является ключевым
моментом, определяющим до-
стоверность педагогического
измерения [3], поскольку оцен-
ки (3) и (4) сходятся по вероят-
ности (т.е. достаточно медлен-
но) при значительном увеличе-
нии объёма выборки. Для (3)
объёмом выборки является ко-
личество  заданий теста, кото-
рое не может быть очень боль-
шим. Для (4) объём выборки —
это количество m тестируемых
по каждому заданию, которое в
процессе пробного тестирова-
ния для шкалирования заданий
может быть сделано весьма
большим. Поскольку методики
определения достоверности для
(3) и (4) одинаковы, в дальней-
шем будем описывать исследо-
вание только одной из них.

В инженерных приложе-
ниях для обеспечения достовер-
ности полученных значений ве-
роятностей по (3) и (4) исполь-
зуется следующий критерий [8]:

(5)

где n — объём выборки, p —
оценка вероятности. Эмпириче-
ским здесь является отношение
сравнения величин x>>y, озна-
чающее «x намного больше, чем
y». В разных источниках пред-
лагаются разные численные
оценки этого отношения для
различных практических при-
ложений методов математичес-
кой статистики [2].

Задачей настоящей работы
является объективизация такого
отношения (с помощью возмож-
ностей модели G. Rasch) приме-
нительно к задаче оценки досто-
верности результатов тестирова-
ния, т.е. получение рабочих фор-
мул для вычисления необходи-
мого значения объёма выборки в
процессе проектирования тестов.

Концептуальная
основа работы

В основу метода повышения до-
стоверности статистических
оценок (3) и (4) положены идеи
метода интервальных оценок
случайных величин [2]. Пусть
мы имеем относительную часто-
ту правильных ответов по (3).

В статистике (и в теории педа-
гогических измерений по моде-
ли G. Rasch) предполагается,
что эта оценка распределена
асимптотически нормально (по
закону (1)] с параметрами

(6)

измерения
ПЕД

24 1 ’  2 0 0 7

Решение задач по мате-
матике. Новейший спра-

вочник школьника. /
Якушева Г.М. М.: Фило-

логическое общество
«Слово». 

Изд-во «ЭКСМО»,
640 с. C. 55.

2299

*
,

1

1
( ) .

m

m k j
k

P B t
m =

= ∑

*( ) lim ( ).m
m

P B P B
→∞

=

(1 ) 1, 0,5;

(1 ) 1, 0,5,

n p p при p

n p p при p

 ⋅ ⋅ − >> ≠


⋅ ⋅ − >> =

* ( )
,

nP A
M p=

* *( ) ( )

(1 )
,

n nP A P A

p p
S D

n

⋅ −
= =

PI_1_2007.qxd  03.04.2007  1:08  Page 24



где                    согласно (3). Та-
кие оценки в статистике назы-
ваются точечными оценками
случайной величины, однако
достоверность таких оценок
весьма невысока [2]. Для улуч-
шения точечных оценок перехо-
дят к интервальным оценкам
случайной величины, которые
определяются заданным пара-
метром уровня достоверности
оценки . Обычно в ста-
тистике выбирают стандартные
значения уровня достоверности   

Заданное зна-
чение уровня  α определяет до-
верительные границы, в кото-
рых лежит значение точечной
оценки.

Пусть                           есть
выборка из генеральной сово-
купности с признаком X, распре-
деление которой зависит от па-
раметра γ. Пусть
и — такие функ-
ции выборки, что при произ-
вольном значении параметра  γ
выполняется условие

(7)

Тогда случайный интервал   
называется доверительной

оценкой параметра γ с мерой
достоверности          

Если имеется реализация  
выборки ,   

, то реализация доверитель-
ной оценки даёт интервал          ,
и в большом ряду выборок ис-
тинное значение γ лежит при-

мерно в                          случаев
внутри вычисленных довери-
тельных границ. Равенство (6)
можно интерпретировать так:
случайный интервал                  по-
крывает истинный параметр с
вероятностью           . Такая ин-
тервальная интерпретация даёт
возможность делать выводы о
достоверности полученных оце-
нок случайных величин.

Основные
теоретические
положения

Для получения интервальной
оценки величин (3) и (4) ис-
пользуются свойства интег-
ральной функции распределе-
ния случайной величины [2].
При этом, чтобы свести вычис-
ления к типовым, значения слу-
чайной величины обычно нор-
мируют. Так, если исходная ве-
личина X распределена по нор-
мальному закону (1), то норми-
рованная величина

(8)

имеет стандартный нормаль-
ный закон распределения с па-
раметрами m=0, σ=1, что запи-
сывается как            

С учётом (8) можно запи-
сать условие попадания оценки
в доверительный интервал с за-
данным уровнем достоверности
в виде
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(9)

где — пороговое значение
оценки, которое и определяет
доверительные границы (7) для
случая распределения (9).
В стандартных методах статис-
тики значения      находятся чис-
ленным решением уравнения
относительно функции Лапласа   

[2]:
(10)

Введем, согласно идее ме-
тода G. Rasch, модель интег-
ральной функции распределения
типа (2), и относительно неё за-
пишем условие (10) в виде

(11)

где D — нормирующий коэффици-
ент модели, согласно [7].

В отличие от уравнения
(10), из уравнения (11) можно
аналитически найти пороговые
значения        как

(12)

Теперь мы можем анали-
тически найти границы довери-
тельного интервала оценки ве-
роятности исходной случайной 

величины                   

или с учётом (6), (12)

(13)

где значение p определяется вы-
ражением (6).

Для оценки точности по-
лученной оценки вероятности
(3) или (4) важную роль играет
длина доверительного интерва-
ла , которая с учётом
(12) может быть найдена анали-
тически в виде функции основ-
ных параметров теста:

(14)

На основе функции (14), в
силу её аналитичности, можно
получить функцию, явно выра-
жающую объём выборки n, при
котором обеспечивается задан-
ный уровень достоверности α в
зависимости от желаемого зна-
чения длины доверительного
интервала l* и оцениваемой ве-
роятности p :

(15)

где стандартная целочисленная
функция вещественного аргу-
мента        означает выделение
целой части аргумента.

С помощью полученных
рабочих формул (11–15) можно
полностью исследовать парамет-
ры проектируемого теста и вы-
брать те, которые обеспечивают

измерения
ПЕД
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необходимую достоверность ре-
зультатов тестирования. Приме-
ры применения рабочих формул
приведены в следующем разделе.

Исследование
полученных 
результатов

В предыдущих разделах работы
были выполнены преобразова-
ния, основанные на замене
функций, порождаемых нор-
мальным распределением (1) на
более простые модельные функ-
ции типа (2). В результате полу-
чены достаточно простые ана-
литические формулы для ис-
следования достоверности как
оценки вероятности правильно-
го ответа на задания теста (3),
зависящей от уровня знаний
каждого тестируемого. С помо-
щью тех же формул возможна

также и оценка вероятности
правильного выполнения каж-
дого задания (4), которая зави-
сит от уровня  трудности каждо-
го задания [5].

Рис. 1 демонстрирует ин-
тервальную оценку вероятнос-
ти с помощью аналитических
выражений (2) и (13).

Кривая 1 соответствует
точному значению вероятнос-
ти p правильного ответа i-го
испытуемого на  n=20 заданий
теста на уровне достоверности
α=0,1. Кривая 2 соответствует
верхней границе     доверитель-
ного интервала, а кривая 3 —
нижней границе     доверитель-
ного интервала для того же те-
ста. Рисунок подтверждает, что
с изменением значения вероят-
ности p изменяется и довери-
тельный интервал             для
этого значения согласно (13).
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Рис. 1. Кривые точной интегральной функции распределения

вероятности  p и её верхнего и нижнего значений, получаемых при

обработке результатов тестирования
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Аналитическое исследова-
ние полученной в работе функ-
ции (14) на максимум по пере-
менной p показывает, что, к со-
жалению, наибольшая длина
доверительного интервала           
и, соответственно, наименьшая
точность вычисления вероятно-
сти имеет место как раз в точке
наибольшей разрешающей спо-
собности теста при x = 0,
p(x) = 0,5.

Аналитическое исследова-
ние функции (14) показывает
также, что влияние уровня до-
стоверности  на длину довери-
тельного интервала значитель-
но меньше, чем влияние других
параметров, поскольку α вхо-
дит в (14) под знаком логариф-
ма. Поэтому в дальнейшем рас-
смотрим влияние на точность
оценок вероятностей объёма
выборки .

Рис. 2 изображает зависи-
мость максимального значения
длины доверительного интерва-
ла              по формуле (14) от
объёма  n выборки для (3) или
(4) при одинаковом уровне до-
стоверности α = 0,1.

Кривая 1 — тест из 12 зада-
ний, 2 — из 25 заданий, 3 — из 50
заданий, 4 — из 100 заданий.
Очевидно, что даже при числе
заданий теста n = 100 не дости-
гается приемлемое значение
длины доверительного интер-
вала , например,  l = 0,1
(десятипроцентная точность).

Рис. 3 демонстрирует ана-
литическую зависимость дли-
ны доверительного интервала 

от объёма выборки n (ко-
личество заданий теста при
оценке знаний и количества
тестируемых, ответивших на
данное задание). Здесь также
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Рис. 2. Зависимость длины доверительного интервала           

для вероятности  p=0,5  от значения  для различного числа

заданий теста

( ),p p

( ),p p

( ),l p p=

( ),p p

PI_1_2007.qxd  03.04.2007  1:08  Page 28



выбрано значение p = 0,5 для
получения верхней оценки
точности.

Кривая 1 соответствует
значению доверительного уров-
ня α = 0,1, 2 — уровню α = 0,05,
3 — уровню α = 0,01. Очевидно,
что в случае, когда n — число за-
даний, достижение высокой
точности вычисления вероятно-
сти правильного ответа по (3)
невозможно при разумном чис-
ле заданий (n<100), в том числе
и при большом значении дове-
рительного уровня α = 0,1. Зато
для оценки уровня трудности
задания по (4) малая длина
интервала            может быть
достигнута при n>2000, в том
числе и при достаточно ма-
лом доверительном уровне
α = 0,01.

Рассмотрим теперь реше-
ние обратной задачи с помощью
рабочей формулы (15). Задав-
шись желаемыми значениями
основных параметров теста,
можно оценить необходимые
объёмы выборок  как для веро-
ятности правильного ответа (3),
так и для вероятности правиль-
ного выполнения задания (4).

Следующий рисунок де-
монстрирует зависимости, по-
казывающие, при каких объё-
мах выборки достигается жела-
емая длина доверительного ин-
тервала           .

Точки 1 соответствуют до-
верительному уровню α = 0,1,
2 — уровню α = 0,05, 3 — уровню
α = 0,01. Очевидно, что в силу
свойств выведённой в работе
аналитической зависимости
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Рис. 3. Зависимость максимальной длины доверительного

интервала              по вероятности от доверительного уровня  и

числа заданий теста
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(15) требуемые объёмы выбо-
рок значительно возрастают
при уменьшении желаемой дли-
ны доверительного интервала   

для вероятности. Тем

не менее, при использовании
контингента около 4000 чело-
век для шкалирования тесто-
вых заданий, полученные оцен-
ки вероятности правильного
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Рис. 4. Зависимость необходимого объёма выборки n от

доверительного уровня  и желаемой длины доверительного

интервала           ( ),=l p p
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Рис. 5. Зависимость необходимого количества заданий теста  n от

доверительного уровня  и желаемой длины доверительного

интервала ( ),=l p p
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быть вполне точными.
Следующий рисунок изоб-

ражает эту же зависимость в об-
ласти малых объёмов выборок
заданий, что имеет место при
вычислении вероятности пра-
вильного ответа (3).

Точки 1 соответствуют
значению α = 0,1, 2 — значению
α = 0,05, 3 — значению α = 0,01.
Перспективы получения точно-
го значения вероятности (3) по
тестам с числом заданий до
n = 40 представляются печаль-
ными, так как длину довери-
тельного интервала не удаётся
сделать меньше, чем 0,25 даже
при низком доверительном
уровне α = 0,1.

Выводы

Полученные результаты позво-
ляют аналитически исследовать
точность получаемых при тес-
тировании вероятностей (3) и
(4) и проектировать тесты с учё-
том требуемой достоверности,
задаваемой уровнем α.

При выборе числа заданий
теста  можно использовать

оценку (3) а при шкалировании
трудности заданий теста —
оценку (4).

Полученные в работе ана-
литические зависимости можно
использовать для выбора основ-
ных параметров теста по задан-
ным значениям уровня досто-
верности и длины доверитель-
ного интервала, которые явля-
ются объективными оценками
точности педагогических изме-
рений и позволяют определять
величину  n в (5).

Ещё более полезными бу-
дут полученные формулы при
использовании в автоматичес-
ких системах тестирования [9],
позволяющих оперативно ме-
нять показатели тестов в про-
цессе работы с тестируемым.

На основании полученных
в работе результатов возможно
дальнейшее развитие методов
построения статистик, исполь-
зуемых в модели G. Rasch, кото-
рые основаны на функциях, об-
ратных к модельным функциям
(2). Это приведёт к уточнению и
улучшению оценок не только в
начальной форме (вероятнос-
тей) но и в логитах.
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