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В контексте перцептуальной обработки речевых сигналов

в статье рассматривается ДПФ с неравномерным

частотным разрешением (англ. Warped Discrete Fourier

Transform (WDFT)). Разработан метод минимизации

ошибки реконструкции речевого сигнала на основе WDFT.

Предложен алгоритм построения данного преобразования

с избыточным базисом, обеспечивающим решение

проблемы синтеза. Распределение мощности сигнала 

по шкале барков, вычисленное на основе WDFT, имеет

точность приблизительно одинаковую в низкочастотных

и высокочастотных диапазонах спектра. Это обуславли-

вает возможность построения психоакустической модели

в области WDFT-коэффициентов.

Abstract

Warped Discrete Fourier Transform (WDFT) allows non-uniform sampling of the 

z-transform of finite length sequence by using all-pass function. We focus on per-

ceptual warping which allocates frequency samples in good accordance with the

Bark scale. Namely, the problem of signal distortions generated by WDFT synthesis

block is of interest. Spectral features of the reconstructed signal are analyzed and

discussed in context of perceptual processing. Our proposition is to construct an

overcomplete WDFT sinusoidal basis in order to minimize reconstruction error.
3
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Введение

ДПФ является мощным средством для частотного анализа с постоянной разрешаю-

щей способностью. Однако в контексте перцептуальной обработки сигналов,

основанной на психоакустической модели восприятия акустической информа-

ции человеком, возникает необходимость в неравнополосной частотной де-

композиции сигнала в соответствии со шкалой критических частотных полос

(барков, ERB или MEL) [1, 2]. Примером могут служить системы перцептуаль-

ного кодирования звука и речи, а также подавления шума окружающей среды

в речевом сигнале [3, 4].

Идея построения преобразования с переменным частотным разрешением не нова.

Впервые она была предложена почти 40 лет назад [5]. В настоящее время разви-

вается ряд новых нестандартных подходов [6–8]. Одним из них является дискрет-

ное преобразование Фурье с неравномерным частотным разрешением (англ.

Warped Discrete Fourier Transform (WDFT)) [8], позволяющее получить z-преобра-

зование конечной последовательности входных отсчётов сигнала с неравномер-

ным разложением коэффициентов преобразования на единичной окружности 

z-плоскости строго регулярно посредством использования фазового звена.

Определение WDFT

ДПФ с переменным частотным разрешением (англ. Nonuniform DFT (NDFT)) является

наиболее обобщающим вариантом ДПФ [6]. Кроме единственности решения,

NDFT не ограничивает расположение коэффициентов преобразования в z-пло-

скости никоим образом. Преобразование WDFT есть специальный случай

NDFT, для которого коэффициенты преобразования располагаются неравно-

мерно, но строго регулярно на единичной окружности  z-плоскости.

WDFT последовательности          из  N точек определяется по следующей формуле:

,                                ,  (1)

где  — изображения преобразованных фазовым звеном равноотстоящих

точек на единичной окружности в z-плоскости:

(2)

— устойчивое фазовое звено произвольного порядка.

Простейший вариант WDFT основан на фазовом звене первого порядка с действи-

тельным коэффициентом a:

(3)

Условием стабильности фильтра является           .  В зависимости от знака низко-

частотный           или высокочастотный диапазон спектра растягивается пу-
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на единичной окружности в z-плоскости. Формально это может быть выражено следую-

щим образом:

для                    , (4)

то есть осуществляется билинейное преобразование z-плоскости в новую искривлённую 

-плоскость (рис. 1).

Как обобщение ДПФ, WDFT также имеет

свойства линейности, симметрии

и сдвига [7, 8]. Сопряжённая симмет-

рия для действительных данных име-

ет силу и для WDFT:

,        (5)

однако ряд важных свойств ДПФ 

теряется.

В матричной записи (с , обозначаю-

щим                ), WDFT может быть пред-

ставлено следующим выражением:

. (6)

Обратное преобразование WDFT

В случае неравномерного частотного разрешения матрицы Вандермонда, к классу которых

относится и матрица D для WDFT, обладают свойствами, делающими невозможным по-

лучение точной обратной матрицы. А именно, матрица WDFT может рассматриваться

как сингулярная, поскольку между некоторыми её строками существуют почти линейные

зависимости. Этот факт представляется как очень малое значение её детерминанта

для определённого      . Другими словами, WDFT-матрица явля-

ется плохо обусловленной. Это означает, что любой численный алгоритм обращения мат-

рицы, применяемый к подобной матрице, является очень чувствительным к малым изме-

нениям данных.

Чтобы оценить усиление ошибки, можно использовать число обусловленности матрицы полного

ранга (собственное значение матрицы):

, (7) 5

Рис.1. Расположение коэффициентов преобразования 

на единичной окружности в z-плоскости: ДПФ (слева)

и WDFT (справа)
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где      означает произвольную норму матрицы (в общем случае евклидову), а 

и           — соответственно наибольшее и наименьшее сингулярные числа.

Как показано на рисунке 2, число обусловленности преобразуемой матрицы зависит

от её размерности и величины коэффициента деформации a и имеет очень

большие значения даже при малоразмерных преобразованиях, слегка отличаю-

щихся от ДПФ. Плохая обусловленность является неотъем-

лемым свойством матриц Вандермонда, связанных с реаль-

ными проблемами. Единственным исключением является

случай отсутствия деформирования частотной оси, когда

WDFT становится обычным ДПФ.

Существует ряд методов для аппроксимации обращений

плохо обусловленных матриц. Данные методы используют

разложение по сингулярным числам матрицы (англ. Singular

Value Decomposition — SVD) [9], которое определяется так:

, (8)

где

(9)

— это матрицы с ортогональными столбцами  

, а

(10)

является диагональной матрицей, состоящей из сингулярных

чисел, отсортированных по убыванию: .

Левый и правый столбцы матриц U иV— сингулярные век-

торы, а N обозначает эрмитово транспонирование матри-

цы. Степень неполноты матрицы D (наличие некоторых ли-

нейных зависимостей между её столбцами) проявляется

в существовании почти нулевых сингулярных чисел .

Распределения сингулярных значений для нескольких раз-

личных матриц WDFT проиллюстрированы на рисунке 3.

Как показывает рисунок 3, значения достаточно большого количества сингулярных

чисел близки к нулю. Распределение компонент SVD может дать много полез-

ных пояснений плохой обусловленности матриц, а также использоваться для

формирования псевдообратной матрицы:

. (11)

 .
maxσ

 
minσ

Рис. 2. Зависимость числа обусловленности

матрицы от коэффициента деформации a

для различных размеров WDFT

Рис. 3. Распределение сингулярных чисел как

функция коэффициента деформации a час-

тотной шкалы для фиксированного размера
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Символы      обозначают так называемые коэффициенты ослабления фильтра и должны быть все

равны единице для получения точного обращения матрицы. Теория регуляризации мат-

риц [9] рекомендует исключать влияние малых сингулярных чисел, ослабляя их вклад в (11).

Это реализуется путём установки соответствующих значений     . Так как сингулярные век-

торы с наибольшими индексами имеют ярко выраженный колебательный характер, это дей-

ствие изменяет спектральный состав данных.

Основное различие между известными методами регуляризации заключается в выборе коэффи-

циентов ослабления фильтра. В простейшем подходе усечённого SVD (англ. Truncated

SVD — TSVD) [10] сумма (11) ограничивается обычным отбрасыванием термов, имеющих

сингулярные числа меньше определённого порога:

(12)

Менее радикальным является демпфированное SVD (англ. Damped SVD — DSVD), в котором

коэффициенты ослабления фильтра постепенно изменяются в сторону нуля, обеспечивая

более сглаженное отсечение:

. (13)

В обоих случаях параметр регуляризации λ должен быть выбран с осторожностью. Решение

должно быть стабильным при спектральных изменениях, ограниченных определённым ми-

нимумом.

Оценка ошибки реконструкции сигнала

В зависимости от приложения, где применяется WDFT, ошибка реконструкции речевого сигна-

ла (вычисление обратного WDFT) может иметь решающее влияние на качество синтезиро-

ванного сигнала (число артефактов), например, в системах редактирования шумов окру-

жающей среды в речевом сигнале на основе психоакустически мотивированного правила

взвешивания спектра зашумленной речи [11].

Используя матричную форму записи, вектор сигнала ошибки d можно определить как разность

между оригинальным сигналом x и реконструированным сигналом x̂:

(14)

Соответствующая мера в частотной области может быть выражена как спектральная плотность

мощности (СПМ) сигнала ошибки:

, (15)

где

(16)
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является вектором-столбцом синусоидального базиса ДПФ, а обозначает

ковариационную матрицу сигнала ошибки. Положим, что входной речевой сиг-

нал x является случайным вектором с нулевым математическим ожиданием

и известной ковариационной матрицей .   Если ,

матрица         может быть записана следующим образом:

. (17)

Очевидно, что спектральное искажение (15) зависит от характеристик входного ре-

чевого сигнала и качества аппроксимации обратного WDFT. Теоретически точ-

ное обращение матрицы возможно, но данное решение будет очень неста-

бильным вследствие большого числа обусловленности матрицы и не найдёт

практического применения в системах обработки речи. Однако, если удаётся

получить стабильное решение обратной задачи, мера величины ошибки (15)

может быть использована для регулирования величины артефактов в синтези-

рованном речевом сигнале. Так, если псевдообратная матрица     определена

с помощью техники SVD, представленной выше, то матрица Q может быть вы-

числена напрямую из выражения

. (18)

В случае перцептуальной деформации частотной шкалы выбор параметров регуля-

ризации ограничивает влияние на уровень спектральных искажений. Другими

словами, если даже нестабильная аппроксимация обратной матрицы WDFT

приводит к относительно высокой ошибке синтеза, то дальнейшая стабилиза-

ция решения только увеличит спектральные искажения. Например, положим,

что коэффициент ослабления фильтра        вычисляется по методу DSVD (13)

с параметром регуляризации λ= 0,001. СПМ ошибки WDFT-синтеза, вычислен-

ная по формуле (15), показана на рисунке 4. В качестве входного сигнала в экс-

перименте использовался стационарный окрашенный гауссовый шум, который

моделировался с заданной априори теплицевой ковариационной матрицей 

для p=0,9. Можно заметить, что уровень искажений на задан-

ной частоте зависит от расстояния между соседними

WDFT-коэффициентами. Сигнал полностью восстанавли-

вается только в точках преобразования (частотах, опреде-

лённых выбором коэффициента α фазового звена (3),

и спектральные искажения особенно заметны в растянутых

частотных диапазонах, в то время как в сжатых частотных

диапазонах ошибка синтеза имеет приемлемый уровень.

Этот эффект наблюдается также и на спектрограмме рекон-

струированного речевого сигнала в виде узких спектраль-

ных «дыр», локализованных между точками преобразова-

ния (рисунок 5б). Таким образом, частотная характеристика

синтезированного речевого сигнала в некоторых деталях не

восстанавливается. Заметим, что проявление данного эф-

фекта в высокочастотной части частотного диапазона 

(a < 0) обусловлено перцептуальной деформацией частотной

шкалы, но ситуация меняется, и эффекты ошибки WDFT-син-

теза проявляются в низкочастотной части спектра (a > 0). Однако данный случай

неинтересен для перцептуальных систем обработки речевых сигналов.
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Рис. 4. СПМ оригинального сигнала 

(кружочки) и соответствующей ошибки

синтеза (сплошная линия)
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Известно, что высокочастотный диапазон спе-

ктра речевого сигнала влияет на качест-

во речи, в то время как низкочастот-

ный — на разборчивость речи. Таким об-

разом, при выборе параметров настрой-

ки WDFT необходимо искать некое ком-

промиссное решение между требуемым

частотным разрешением и ошибкой син-

теза. Можно попытаться проектировать

фазовое звено с коэффициентом α, за-

висимым от времени, но данное реше-

ние имеет очень высокую вычислитель-

ную сложность. Более того, для широко-

полосного сигнала невозможно одновре-

менно обеспечить его обработку с хоро-

шей разрешающей способностью в низ-

кочастотной части и перфективную ре-

конструкцию его высокочастотных ком-

понент, даже если удастся построить уп-

равляемое фазовое звено. Единствен-

ный путь минимизации спектрального

искажения — это модификация матрицы

преобразования D таким образом, что-

бы количество почти нулевых сингуляр-

ных чисел было уменьшено.

Избыточный синусоидальный базис

В работе [11] было показано, что формирование избыточного неортогонального базиса может

внести значительный вклад в коррекцию ошибки реконструкции, а именно, при подходящем

выборе векторов синусоидального базиса можно модифицировать распределение сингуляр-

ных чисел для соответствующей матрицы преобразования. Новая WDFT-матрица D не явля-

ется квадратной: количество строк M>N увеличивается. Матричное представление WDFT

с избыточным базизом может быть записано следующим образом:

. (19)

Задача поиска обратной матрицы для данной прямоугольной матрицы              [12, 13] может быть

так же решена с использованием SVD-процедуры, как и для квадратной матрицы D. Следу-

ет отметить, что стабильность новой матрицы выше, чем у матрицы стандартного WDFT.

Избыточный базис с добавленными новыми векторами уменьшает эксцентричность SVD-эл-

липсоида, который является отображением единичной сферы в N-мерном пространстве. 9

Рис. 5. Спектрограммы оригинального (а) 

и реконструированного (б) речевого сигнала

а)

б)

 
M N×D
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Соотношение между форматом WDFT с избыточным базисом и собственными

числами для различных значений коэффициента деформации частотной шка-

лы α показано на рисунке 6. Видно, что если            , то число обусловленнос-

ти матрицы            близко к единице.

С практической точки зрения необходимо выполнить два

условия при формировании избыточного базиса WDFT.

Во-первых, должна сохраниться регулярность расположе-

ния коэффициентов преобразования в соответствии с де-

формацией частотной шкалы (например, шкалой барков).

Во-вторых, размер нового синусоидального базиса дол-

жен быть как можно меньшим, чтобы вычислительная

сложность WDFT оставалась приемлемой.

Так как любое направление в пространстве комплексных

векторов, определяемое базисным вектором, соответству-

ет конкретному частотному диапазону, WDFT можно пред-

ставить как максимально децимированный банк фильтров.

При этом k-ая строка WDFT-матрицы может рассматривать-

ся как КИХ-фильтр с передаточной функцией, определяе-

мой по следующему выражению:

, (20)

где A(z) — фазовое звено первого порядка; H
k
(z) — полосовой фильтр с цент-

ральной частотой

(21)

и полосой 2π/N.

АЧХ банка фильтров H
k
(z) для k = 0,..., N – 1 представлены на рисунке 7.

Новый избыточный базис WDFT должен конструироваться

из М векторов соответствующих импульсных характеристик

КИХ-фильтров с центральными частотами

, (22)

регулярность которых на единичной окружности гарантиро-

вана, потому что вектор новых коэффициентов преобразо-

вания в точности совпадает со стандартным WDFT, но для

формата преобразования M – 1. Другими словами, размер

нового избыточного базиса должен быть равен числу пере-

крывающихся полосовых фильтров (20), переопределён-

ных для k = 0,..., M – 1. Если коэффициент фазового зве-

на в (3) отрицателен (a < 0), то максимальное расстояние

между центральными частотами КИХ-фильтров составит:

 M →∞
 

M N×D

Рис. 7. АЧХ критически децимированного

банка фильтров WDFT

 2
exp( ), 0,..., 1,

k

k
z j k M M N

M

π
= = − >

Рис. 6. Соотношение между форматом

WDFT с избыточным базисом 

и собственными числами матриц D
M×N
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. (23)

Для получения того же частотного разрешения в высокочастотном диапазоне, что и у обычного

ДПФ, расстояние между центральными частотами не должно быть больше 2π/N. Подстав-

ляя                            в (21) и решая относительно M, получаем:

. (24)

Отметим, что для α=0 (нет деформации частотной шкалы) M=N, а следовательно, M≥N.

Соотношение между размером избыточного базиса M и коэффициентом деформации α для

заданного числа столбцов матрицы             WDFT с избыточным базисом иллюстрируется на

рисунке 8.

Спектральные искажения (15) могут быть вычислены для

прямоугольной матрицы так же, как и для квадрат-

ной, потому что продукт           всегда является N×N

матрицей. На рисунке 9 показаны СПМ входного

сигнала и соответствующей ошибки синтеза, вычис-

ленные для прямоугольной матрицы             WDFT.

Как видно, ошибка синтеза уменьшается при уве-

личении M и может не учитываться при

(меньше –75 дБ). На практике число строк матрицы  

можно слегка уменьшить, так как перекрытие

частотных характеристик полосовых фильтров (20)

выбиралось случайно и без всякого психоакусти-

ческого критерия. Однако прослушивание речевых

тестов показало, что спектральные искажения не

слышны в реконструированном сигнале речи для

.

Вычислительные аспекты WDFT

Алгоритм, по эффективности сравнимый с БПФ, не может

быть построен для WDFT из-за асимметричности

WDFT-матрицы. Тем не менее, прямой алгоритм ра-

боты с комплексной матрицей может быть значи-

тельно оптимизирован. Наиболее усовершенство-

ванный алгоритм, несмотря на сложность O(N2),

использует факторизацию WDFT-матрицы в произ-

ведение трёх матриц: действительной, ДПФ (вычис-

ляемой через БПФ) и комплексной диагональной

матрицы [8]. Данный метод хорошо подходит для об-

работки изображений, где все данные поступают

одновременно. В обработке речевых сигналов, где

отсчёты следуют один за другим, может быть ис-

пользована даже прямая реализация преобразова-

ния WDFT. Учитывая выражение (5), формула (6)

может быть записана в следующем виде: 11

 
1

max

1 2 /
2tan tan

1 2

a M

a

π π
ω π − + −  ∆ = −   −   

 
max

2 / Nω π∆ =
 1

1 1 2 /
2 2tan tan

1 2
opt

a N
M M

a

π π
π π

−

− − −  = = −    +    

 †D D

Рис. 8. Соотношение между размером

избыточного базиса и коэффициентом

деформации α для заданного числа

столбцов матрицы D
M×N

Рис. 9. СПМ входного сигнала (кружочки)

и соответствующих спектральных искажений

(сплошная линия) для разных форматов

WDFT с избыточным базисом (N=64)

 †D D

 
M N×D

 
opt

M M≥

M N×D

 
opt

M M≈
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. (25)

Каждый элемент в данной сумме относится только к одному входному отсчёту.

Он может быть рассчитан при поступлении входного отсчёта, а результат акку-

мулируется. Коэффициенты преобразования успешно будут вычислены после

N шагов. При этом вычислительная нагрузка, приведённая к входному отсчё-

ту, равна O(N).

Аппроксимация шкалы барков

Для достижения высокого качества реконструированных сигналов в перцептуаль-

ных системах обработки речи требуется эффективная психоакустическая мо-

дель. В известной работе Джонстона [14] психоакустическая модель основана

на ДПФ: расчёт ДПФ взвешенного временным окном сегмента сигнала, груп-

пировка коэффициентов преобразования в группы, соответствующие критиче-

ским частотным полосам, и расчёт энергии в данных частотных полосах. До-

стижение приемлемого спектрального разрешения в критических частотных

полосах, расположенных в низкочастотной части частотного диапазона, требу-

ет использования ДПФ с достаточно длинным временным окном. Поэтому кон-

цептуальная простота и эффективность нивелируются недостаточным времен-

ным разрешением, неприемлемым для анализа такого более тонкого феноме-

на как маскирование назад («pre-masking») [1].

Первый шаг при использовании WDFT в психоакустической модели — проектирова-

ние соответствующего фазового преобразования. Частотные коэффициенты 

z-преобразования должны быть распределены равномерно на перцептуальной

шкале. В работе [15] было показано, что фазовое звено первого порядка доста-

точно хорошо аппроксимирует перцептуальную шкалу барков, при этом значе-

ние коэффициента фазового фильтра для заданной частоты дискретизации оп-

ределяется по следующему выражению:

. (26)

Для частоты дискретизации f
s
=16 кГц коэффициент                               .

Так как ширина критических частотных полос строго изменяется с их местоположе-

нием на частотной шкале, различное количество коэффициентов преобразова-

ния ассоциируется с конкретной критической частотной полосой. В части А таб-

лицы количество коэффициентов в группах варьируется от 3 до 38 для ДПФ,

в то время как в части Б для WDFT той же размерности не отдаётся предпочте-

ния ни одной из полос, т.е. все коэффициенты преобразования распределены

практически равномерно.

 1

22
0.1957 1.048 arctan 0.07212

1000

s
Bark

f
a

π
  = − ⋅     

 0.57827Barka = −
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Cравнение распределения коэффициентов ДПФ и WDFT 
в критических частотных полосах

Часть A Часть Б

(размер ДПФ = 512, f
s
= 16 кГц) (размер WDFT = 512, f

s
= 16 кГц)

Крит. Диапазон Кол-во Диапазон Диапазон Кол-во Диапазон 

полоса коэффициентов частот, Гц коэффициентов частот, Гц

1 1–3 3 31–94 1–12 12 8–100

2 4–6 3 125–188 13–24 12 109–202

3 7–9 3 219–281 25–36 12 210–305

4 10–13 4 313–406 37–48 12 314–412

5 14–16 3 438–500 49–60 12 421–523

6 17–20 4 531–625 61–73 13 533–650

7 21–24 4 656–750 74–85 12 660–776

8 25–29 5 781–906 86–97 12 787–912

9 30–34 5 938–1063 98–110 13 923–1073

10 35–40 6 1094–1250 111–123 13 1086–1254

11 41–46 6 1281–1438 124–135 12 1269–1443

12 47–54 8 1469–1688 136–148 13 1460–1680

13 55–62 8 1719–1938 149–161 13 1700–1961

14 63–73 11 1969–2281 162–174 13 1985–2302

15 74–86 13 2313–2688 175–186 12 2331–2690

16 87–102 16 2719–3188 187–198 12 2726–3174

17 103–122 20 3219–3813 199–210 12 3220–3792

18 123–145 23 3844–4531 211–221 11 3851–4513

19 146–173 28 4563–5406 222–231 10 4588–5328

20 174–205 32 5438–6406 232–242 11 5419–6412

21 206–243 38 6438–7594 243–252 10 6520–7533

22 244–256 13 7625–8000 253–256 4 7650–8000

WDFT в его оригинальной форме не сохраняет энергию сигнала в соответствующих час-

тях единичной окружности до и после фазового звена. Вследствие этого каждый

коэффициент WDFT должен масштабироваться в соответствии с коэффициентом

[16], чтобы можно было корректно вычислить уровни энергии в крити-

ческих частотных полосах. 13

21 (1 )a az− −
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На рисунке 10 приведён пример обработки широкополосного сигнала, который со-

стоит из голосового сообщения и музыкального фрагмента (верхний рисунок).

Распределение мощности в шкале барков для данного сигнала, вычисленное

на основе спектрограммы WDFT (                              ) (нижний рисунок), пока-

зывает, что оценка энергии в низкочастотном и высокочастотном диапазонах

может быть получена приблизительно одинаковой, в отличие от измерения по

спектрограмме, полученной на основе ДПФ (средний рисунок).

Рис. 10. Широкополосный сигнал во временной области (сверху) 

и его спектрограммы, полученные при помощи ДПФ (в центре) и WDFT (снизу)

Выбор WDFT малого формата с успехом может заменить ДПФ с большой длиной

выборки благодаря тому, что коэффициенты WDFT-преобразования равно-

мерно распределены в критических частотных полосах, поэтому в психоакус-

тической модели на базе WDFT могут быть уравновешены частотное и вре-

менное разрешения.

Данная работа частично финансировалась Белостокским политехническим институтом,

грант W/WI/8/08.
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