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Рассмотрены основные модели измерения с учётом градации

степени правильности ответа. Дана оценка пригодности этих

моделей для педагогического измерения, обозначены облас-

ти возможного применения моделей. Описан подход к обра-

ботке результатов измерения на основе метода максимально-

го (наибольшего) правдоподобия.
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Постановка проблемы

Математическое моделирование, теория вероятностей и математиче-

ская статистика создают математическую основу современного инст-

рументария педагогических измерений. А это позволяет перейти на

качественно новый уровень объективности измерения учебных до-

стижений.

Распространённая сейчас двоичная (или дихотомическая) систе-

ма оценки правильности ответа на тестовое задание (правильно 1,

или неправильно 0) неполные и неточные ответы квалифицирует как
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ПЕД
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незнание, что не всегда оправда-

но. Учёт неполного или частично

правильного решения повышает

информативность результатов

тестирования и потенциально

может способствовать достиже-

нию большей точности контроля

знаний.

Известен целый ряд матема-

тических моделей, в которые за-

ложена возможность градации

степени правильности ответов. В

данной статье рассмотрены воз-

можности этих моделей в систе-

ме педагогических измерений.

Виды математических
моделей, учитывающих
частично правильные
ответы

Основу многих математических

моделей педагогических измере-

ний составляет модель Г. Раша

(G. Rasch)1, связывающая веро-

ятность правильного ответа Р,

уровень подготовленности испы-

туемого q и уровень трудности

задания β:

(1)

где е ≈ 2,72 — основание нату-

рального логарифма.

В модели Раша принято, что

результат выполнения задания х

может принимать только одно из

двух значений: 0 или 1. В моде-

лях с градацией степени пра-

вильности ответов результат вы-

полнения задания может прини-

мать одно из значений из ряда 0

(неправильно), 1 (частично пра-

вильно) … х (более правильно) …

хmax (абсолютно правильно). Те-

оретически количество градаций

хmax не ограничено; однако в

практических расчётах обычно

не превышает одиннадцати (т.е.

хmax ≤ 11).

Если процесс решения зада-

ния рассматривать поэтапно, то

ошибка на каком-либо шаге ре-

шения лишает тестируемого воз-

можности получить баллы на по-

следующих стадиях. Например,

получить 2 балла можно только в

том случае, если правильно вы-

полнен первый шаг, за что даётся

1 балл, а затем и второй шаг, за

что добавляется ещё один балл.

С учётом градации степени

правильности ответов модель

Раша можно записать в виде:

(2)

где Рх — вероятность правильно-

го выполнения шага х, βх — уро-

вень трудности шага х;

х = 1, 2 … хmax.

Существует несколько вари-

антов задания уровня трудности

шага, каждый из которых соот-

ветствует определённой матема-

тической модели2.

Модель с произвольными

промежуточными категориями

выполнения тестового задания,

известная в англоязычной лите-

ратуре как Partial Credit Model

(PCM). Модель предполагает

однократное выполнение тесто-

вого задания, уровни трудности
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отдельных шагов не зависят друг

от друга и не связаны с парамет-

рами других тестовых заданий.

Модель с произвольными

промежуточными категориями

выполнения тестового задания

ограничена только однократнос-

тью выполнения тестового зада-

ния, что вполне соответствует

обычному сценарию тестирова-

ния. Благодаря возможности

оценивать как пошаговое выпол-

нение задания, так и частичную

правильность ответа без учёта

последовательности решения,

эта модель наиболее пригодна

для контроля знаний. Именно

эта модель лежит в основе оце-

нивания единого государствен-

ного экзамена, проводимого для

выпускников образовательных

учреждений, освоивших основ-

ные общеобразовательные про-

граммы среднего (полного) об-

щего образования.

В модель с фиксированны-

ми промежуточными категория-

ми выполнения заданий (Rating

Scale Model) заложена однократ-

ность выполнения задания. Кро-

ме того, для всех заданий одина-

ково количество градаций пра-

вильности ответа хmax.

хmax1 = хmax2 = … = хmaxm = const.

Также одинаковы относи-

тельные трудности шагов для

всех заданий:

βх=β + τх,                (3)

где β — уровень трудности тесто-

вого задания; τх — относительная

трудность шага х, одинаковая

для всех заданий.

Таким образом, фиксируют-

ся расстояния между уровнями

трудности соседних шагов, т.е.

для всех заданий справедливо:

β2 – β1 = β + τ2 – (β + τ1) = 

= τ2 – τ1 = const,

β3 – β2 = τ3 – τ2 = const и т.д.

Модель с фиксированными

промежуточными категориями

часто используется при проведе-

нии опросов, анкетировании, ди-

агностировании различных про-

блем. Пример:

ВАШЕ ОТНОШЕНИЕ К

РЕФОРМЕ ОБРАЗОВАНИЯ:

–3 — крайне отрицательное;

–2 — отрицательное;

–1 — скорее отрицательное, чем

положительное;

0 — нейтральное;

1 — скорее положительное, чем

отрицательное;

2 — положительное;

3 — полностью одобряю.

Для целей педагогического ан-

кетирования можно использовать

вопросы с фиксацией степени уве-

ренности испытуемого, например:

МОЖЕТ ЛИ ШАРОВАЯ

МОЛНИЯ СУЩЕСТВОВАТЬ

БОЛЬШЕ ЧАСА?

Меру уверенности выберите

по шкале:

–2 — нет, не может;

–1 — наверное, не может;

0 — затрудняюсь ответить;

1 — наверное, может;

2 — да, может.
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Биномиальная модель (Bi-

nomial Trials Model) описывает

ситуацию, в которой тестируемо-

му дано хmax независимых попы-

ток выполнить тестовое задание.

Каждая попытка оценивается

дихотомически (правильно/не-

правильно), причём вероятность

успеха в любой из попыток оди-

накова. Первым шагом считается

получение хотя бы одного балла,

вторым — получение, как мини-

мум, двух баллов и так далее.

Уровень трудности шага х опре-

деляется выражением:

(4)

Биномиальная модель нахо-

дит применение для измерения

быстроты реакции, точности

движений, рациональности рас-

пределения усилий и т.д. Тесто-

вое задание может состоять из

серии попыток щёлкнуть мыш-

кой по маленькому объекту,

кратковременно появляющему-

ся в произвольной точке экрана.

Для контроля знаний тестовое

задание можно составить из се-

рии близких по уровню труднос-

ти заданий, каждое из которых

оценивается одним баллом. На-

пример, серия заданий на про-

верку знания таблицы умноже-

ния.

Модель Пуассона (Poisson

Counts Model) можно рассмат-

ривать как частный случай бино-

минальной модели. Если испы-

туемому предоставляется доста-

точно большое количество неза-

висимых попыток выполнения

задания, а вероятность успеха в

каждой попытке достаточно ма-

ла, то биномиальное распределе-

ние может быть аппроксимиро-

вано распределением Пуассона.

Тогда уровень трудности шага х

можно найти по формуле:

(5)

Модель Пуассона может ис-

пользоваться для определения

надёжности, эффективности, на-

пряжённости и других парамет-

ров человеко-машинных систем.

В педагогическом тестировании

модель Пуассона подходит для

оценки уровня подготовленнос-

ти по количеству ошибок, допу-

щенных испытуемым при чте-

нии (переводе) теста, или коли-

честву успешно выполненных

заданий в тестах с жёстким огра-

ничением времени.

Из проведённого анализа сле-

дует, что каждая из названных вы-

ше моделей имеет определённый

потенциал для педагогических из-

мерений. Ввиду специфичности

заданий педагогических измере-

ний модели с фиксированными

промежуточными категориями,

биноминальная и Пуассона при-

годны с ограничениями.

Вероятность
получения 
х баллов

Для любой из описанных моде-

лей справедливо уравнение (2),

измерения
ПЕД
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т.е. все эти модели основаны на

модели Раша. Однако непосред-

ственное использование уравне-

ния (2) затруднено тем, что веро-

ятность правильного выполне-

ния шага х не равна вероятности

получения х баллов за решение

тестового задания.

Рассмотрим случай, когда за

выполнение задания можно по-

лучить от 0 до 2 баллов. Очевид-

но, что набрать 2 балла можно

только при условии, что первый

шаг выполнен правильно. Со-

гласно теореме умножения веро-

ятностей двух независимых со-

бытий, вероятность одновремен-

ного появления двух событий

(первое событие — успешное вы-

полнение первого шага, второе —

второго шага) равна произведе-

нию их вероятностей:

π2 = Р1· Р2,               (6)

где Р
1

и Р
2

— вероятность успеш-

ного выполнения соответственно

первого и второго шагов; π2 — ве-

роятность получить 2 балла (во

избежание путаницы, вероят-

ность успешного выполнения i-го

шага будем обозначать Р
i
, а веро-

ятность получить i баллов — πi).

Очевидно, что вероятность

правильного выполнения перво-

го шага равна сумме вероятнос-

тей получить один и два балла:

Р
1
= π1+ π2.              (7)

Подставим (7) в выражение

(6) и зададим Р
2

по формуле (2):

π2 = (π1 + π2)· Р
2 

= π1· Р
2

: (1 – Р
2
), 

(8)

где β
2

— уровень трудности вто-

рого шага.

Аналогично можно получить

вероятность результата выполне-

ния задания с одним баллом:

(9)

где β
1

— уровень трудности пер-

вого шага.

Так как получение 0, 1 и 2

баллов составляют полную груп-

пу возможных событий, то сумма

их вероятностей равна единице:

π
0
+ π

1
+ π

2
= 1,

(10)

Подставив (10) в формулы

(8) и (9), получим:

Обобщая полученное, най-

дем вероятность достижения тес-

тируемым результата xij (т.е. то-

го, что тестируемый i выполнит

ровно x шагов в задании j):
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или

(11)

где k = 0, 1… xij … xmax — количе-

ство шагов; xj
max — максимально

возможное количество баллов за

задание j; 

Уравнение (11) представля-

ет собой модификацию модели

Раша для заданий с градацией

степени правильности ответа.

Подставляя в уравнение (11)

значения соответствующие зна-

чения βjk (уровней трудности k-го

шага в задании j), можно рассчи-

тать вероятность получения i-м

испытуемым x баллов в j-том за-

дании.

Подбор параметров
модели измерения

Суть измерения на основе ма-

тематической модели заключа-

ется в следующем: полагая, что

результаты выполнения тесто-

вых заданий соответствуют вы-

бранной математической моде-

ли, нужно найти такие значе-

ния параметров модели, при

которых результаты конкретно-

го тестирования и математичес-

кая модель совпадают наилуч-

шим образом. Математическую

основу поиска решения может

составить метод максимально-

го (наибольшего) правдоподо-

бия или метод наименьших

квадратов.

Критерии подбора
параметров модели
по методу максимума
правдоподобия

Метод максимума правдоподо-

бия можно сформулировать так:

наилучшее описание явления то,

которое даёт наибольшую веро-

ятность получить в результате

измерений именно те значения,

которые и были фактически по-

лучены3. В формальной записи

этот метод может быть представ-

лен в виде максимума произве-

дения вероятностей всех наблю-

даемых независимых событий4:

(12)

По методу максимального

правдоподобия наилучшим бу-

дет признан тот набор значений

θi и βjk, при котором произведе-

ние расчётных вероятностей

фактически полученных резуль-

татов πijx максимально:

(13)

где n — количество испытуемых;

m — число тестовых заданий.

Математические модели, по-

строенные на основе модели

измерения
ПЕД
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Г. Раша, оперирует разностью па-

раметров θ и βх. Поэтому воз-

можно бесконечное количество

равноценных решений, отличаю-

щихся на произвольную посто-

янную величину. Для определён-

ности целесообразно ввести ог-

раничение, например, в виде ра-

венства нулю среднего значения

уровня подготовленности всех

испытуемых:

(14)

В этом случае наилучшее ре-

шение будет единственным. Для

реализации в вычислительных

алгоритмах желательно преобра-

зовать ограничение (14) в нера-

венство:

(15)

где ε — некоторая допустимо ма-

лая величина, например равная

0,001.

Выражений (13) и (15) до-

статочно для непосредственного

численного решения задачи под-

бора параметров модели.

Решение можно упростить

путём логарифмирования. Так

как логарифм — монотонно воз-

растающая функция, то макси-

мум функции правдоподобия

совпадает с максимумом её лога-

рифма:

(16)

где                                  , поскольку 

βj0=0.

Нетрудно заметить,  что 

— сумма уровней трудности

шагов, выполненных i-м тестиру-

емым в задании j. Соответственно,

— сумма уровней труд-

ности шагов, выполненных все-

ми испытуемыми в задании j.

Введём обозначение: sjk — число

тестируемых, закончивших шаг k

в задании j. Тогда

Также обозначим Ri — сумма

баллов, набранных i-м тестируе-

мым (Ri также называют исход-

ным баллом)

Тогда логарифмическая

функция правдоподобия может

быть записана в виде:

. (17)
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В точке максимума производ-

ные функции равны нулю. Для ус-

корения поиска экстремума най-

дём частные производные лога-

рифмической функции правдопо-

добия по каждому из аргументов.

измерения
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(18)

Последняя часть уравнения (18) представляет собой сумму про-

изведений количества баллов на вероятность их получения по всем

заданиям для i-го тестируемого, т.е. математическое ожидание полу-

ченного им количества баллов. Следовательно, частная производная

логарифмической функции по уровню подготовленности i-го тести-

руемого равна разности между фактическим и расчётным количест-

вом баллов, набранных этим тестируемым.
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(19)

Последняя часть выражения (19) — это сумма вероятностей по-

лучения не менее k баллов всеми испытуемыми в j-м задании. Поэто-

му эта частная производная определяется разностью между расчёт-

ным и фактическим количеством тестируемых, выполнивших в j-том

задании шаг k.

Уравнения (18) и (19) образуют совместно с ограничением (15)

образуют математическую основу для нахождения параметров мо-

дели.
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