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Теория колебаний сегодня — это широкая 

всеобъемлющая наука об эволюционных 

процессах в природе, технике и обществе, 

в механике, физике, астрономии, химии, 

биологии, экономике… и во всём, что нас 

окружает, и в нас самих…

Ю.И. Неймарк

Моделирование, как показано в исследовани-

ях В.В. Давыдова [5], Б.Д. Эльконина, А.Б. Во-

ронцова, Е.В. Чудиновой [11], является основ-

ным действием, осваиваемым при обучении 

на второй ступени общего среднего образо-

вания. Модели, созданные как математичес-

кий аналог исследуемого объекта, получили 

название математических. Благодаря замене 

реального объекта соответствующей ему ма-

тематической моделью появляется возмож-

ность более детально, чётко и аналитично 

дать описание исследуемому объекту. Следу-

ет отметить, что с помощью математических 

моделей, как правило, можно описать не еди-

ничный объект, а целый класс объектов, в ко-

торых предметом описания выступает пре-

дельно общая закономерность, лежащая 

в основе их функционирования. 

Метод математического моделирования — 

это фактически метод математического 

познания изучаемых реальных объектов. 

Этот метод зародился в физике, но посте-

пенно стал использоваться в химии, биоло-

гии, географии и гуманитарных науках. 

Вместе с тем важно понимать, что матема-

тическое моделирование не подменяет со-

бой физику, биологию, химию и другие об-

ласти наук. Оно интегрируется в их методо-

логический аппарат, выступая как мощней-

ший инструмент познания. 

В качестве конкретного примера рассмот-

рим колебательные процессы, происходя-

щие в физических, биологических и хими-

ческих системах. По нашему мнению, эти 

процессы целесообразно изучать с единых 

метапредметных позиций, используя мате-

матическую модель линейного гармоничес-

кого осциллятора. 

Общеизвестно, что тему «Колебания и вол-

ны» школьники изучают в процессе освое-

ния курса физики. Вместе с тем «предмет-

ный диапазон» изучения колебательных 
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явлений может быть расширен. Следуя 

Ю.И. Неймарку, теория колебаний на сов-

ременном этапе развития науки приобрета-

ет статус всеобъемлющей науки [7]. Это 

обусловлено тем, что теория колебаний 

раскрывает суть всех без исключения эво-

люционных процессов вне зависимости 

от того, где они протекают (в природе, тех-

нике, обществе), и предметом рассмотре-

ния какой науки являются (физики, астро-

номии, химии, биологии, экономики). 

Из данного утверждения следует, что при 

помощи одной и той же математической 

модели можно описать движение грузика 

на пружинке, колебание математического 

и физического маятников, изменение заря-

да и тока в электрическом контуре, а также 

эволюцию во времени многих систем физи-

ческой, биологической, химической и даже 

социальной природы.

Рассмотрим учебное содержание, раскры-

вающее особенности математической мо-

дели линейного гармонического осцилля-

тора. Любая система, способная совер-

шать колебательное движение, описывает-

ся некоторой величиной. Её отклонение 

от равновесного значения зависит от вре-

мени и подчиняется при этом периодичес-

кому (или почти периодическому) закону. 

Традиционно периодическая функция оп-

ределяется следующим образом: функция 

f(t) называется периодической, с периодом 

Т, если f(t + Т) = f(t) при любом значении t. 

То есть в физике колебаний процесс рас-

сматривается за некоторое время и охва-

тывает определённое число периодов. 

Математическим аппаратом, описываю-

щим задачи теории колебаний, является 

теория обыкновенных дифференциальных 

уравнений [1; 8]. Если поставленную зада-

чу удаётся свести к дифференциальному 

уравнению, методы решения которого 

стандартны, то такую задачу можно счи-

тать решённой. В случае, когда в колеблю-

щейся системе энергия не рассеивается, 

дифференциальное уравнение свободных 

колебаний гармонического осциллятора 

имеет вид: 

                                            (1),

где х — переменная, описывающая состоя-

ние системы (смещение грузика, заряд кон-

денсатора и т.д.), 

ω
0
 — собственная частота колебаний, 

t — время. 

Точками сверху принято обозначать производ-

водные x(t) по времени             

Уравнение (1) называется уравнением стан-

дартного вида. Оно является основным при 

изучении колебательных процессов в курсе 

физики средней школы. Поэтому задача 

учителя физики — научить учащихся со-

ставлять данное уравнение для разных фи-

зических систем, поскольку оно имеет стан-

дартное решение, представляющее собой 

функцию: 

где х(t) — отклонение тела от положения 

равновесия в момент времени t; 

А — амплитуда колебания, то есть макси-

мальное отклонение колеблющегося тела 

от положения равновесия; 

ω
0 — круговая (циклическая) частота;

ω
0 

t + φ — фаза колебания в момент време-

ни t;

φ — начальная фаза колебания. 

х + ω 0
2

х = 0 

Рис. 1. График колебаний гармонического осциллятора
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Круговая частота                  , откуда период 

колебаний:            .

Поскольку задачи на колебания любых 

по своей природе систем сводятся к расчё-

ту периода (циклической частоты) колеба-

ний изучаемой системы, основной целью 

процесса решения является получение 

уравнения (1).

Для демонстрации обучающимся особен-

ностей приложения теории колебаний 

к биологическим и химическим объектам 

нами разработано содержание двух фа-

культативных занятий: «Колебания в систе-

ме „хищник — жертва“ — „экологический 

осциллятор“» и «Колебания в ходе хими-

ческих реакций — „химический осцилля-

тор“». Естественно, что разработка и про-

ведение данных занятий требуют интегра-

ционного взаимодействия учителей физи-

ки, химии и биологии.

На первом занятии у учащихся формируют-

ся представления о том, что методы теории 

колебаний, разработанные в физике, приме-

нимы к описанию периодических процессов 

и в биологии. В качестве биологического 

«примера» мы рассматриваем колебания 

в популяционной модели «хищник — жерт-

ва» — так называемом «экологическом ос-

цилляторе». Объектом изучения на занятии 

является простейшая из моделей, широко 

применяемая в биологии — математическая 

модель Лотки — Вольтерры. Данная модель 

является моделью отбора на основе конку-

рентных отношений, или, другими словами, 

математическим описанием дарвинского 

принципа борьбы за существование. 

Раскрывая её сущность, мы даём краткую 

историческую справку о её разработке 

и создателях. Отмечаем, что впервые дан-

ная модель была получена А. Лоткой 

в 1925 году [12]. Чуть позже аналогичные 

(но более сложные) модели были разрабо-

таны итальянским математиком Вито Воль-

террой [4]. Модель достаточно широко ос-

вещена в литературе [3; 9], однако остаёт-

ся недоступной для понимания учащимися 

школы в силу недостаточного знания ими 

теории математического анализа. Нашей 

задачей будет сведение уравнений данной 

модели к стандартному уравнению гармо-

нического осциллятора, т.е. её адаптации 

для учащихся, изучивших тему «колеба-

ния» в школьном курсе физики.

Рассмотрим основные положения самого 

простого варианта модели Лотки — Воль-

терры. В её основе лежит математическое 

описание взаимодействия между двумя 

системами, одна из которых черпает необ-

ходимую ей для развития энергию, вещест-

во или другие компоненты из другой. По су-

ти дела, такой постулат является аналогом 

закона сохранения и изменения энергии 

в биологической системе. В данной модели 

считается, что обе популяции (хищники 

и жертвы) живут на ограниченной террито-

рии и не взаимодействуют с любыми други-

ми популяциями, также отсутствуют и дру-

гие факторы, способные повлиять на чис-

ленность популяций. Среда обитания ста-

ционарна и обеспечивает в неограниченном 

количестве всем необходимым для жизни 

один из видов, который будем называть 

жертвой. Другой вид — хищник — также 

находится в стационарных условиях, но пи-

тается лишь особями первого вида. Это мо-

гут быть караси и щуки, зайцы и волки, мы-

ши и лисы, амёбы и бактерии и т.д. При 

этом можно сделать следующие предполо-

жения. Поскольку пищевые ресурсы жерт-

вы не ограничены, в отсутствие хищника 

популяция жертвы возрастает по экспонен-

циальному закону (закон Мальтуса). Хищ-

ники, отделённые от своих жертв, умирают 

с голоду также по экспоненциальному зако-

ну. Как только хищники и жертвы начинают 

обитать в непосредственной близости друг 

от друга, изменения численности их попу-

ляций становятся взаимосвязанными. 

В этом случае, очевидно, относительный 

прирост численности жертв будет зависеть 

от размеров популяции хищников и наобо-

рот. Численности популяций жертв и хищ-

ников зависят только от времени. Естест-

венная смертность жертвы и естественная 

рождаемость хищника считаются несущес-

твенными. Сразу отметим, что ситуация, 

описываемая моделью Лотки — Вольтер-

ры — это ситуация очень упрощённая 

и крайне идеализированная. Здесь важно 

понять, что математическая модель вовсе 

не обязана детально описывать изучаемый 

объект, а может и должна отражать лишь 

самое важное для изучения данного вопро-

са. В рассматриваемом нами простейшем 

случае, когда имеется одна популяция хищ-

ников и одна жертв, математическая модель 
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такой системы будет состоять из двух диф-

ференциальных уравнений, описывающих 

динамику популяций хищников и жертв. 

Пусть x — количество жертв, а y — количест-

во особей в популяции хищников. Тогда ско-

рость изменения (увеличения) количества 

хищников пропорциональна количеству 

жертв, а скорость изменения (убывания) ко-

личества жертв пропорциональна количест-

ву хищников. Математически эти рассужде-

ния можно описать системой дифференци-

альных уравнений для изменений числен-

ности жертв (x) и хищников (y):                                       
и  (знак «минус» означает убыва-

ние). Коэффициенты (а и b), отражающие 

взаимодействия между видами, являются 

только положительными. Дифференцируя 

данные уравнения по времени (поскольку 

в модели численности популяций жертв 

и хищников зависят только от времени), по-

лучим:

                              или 

Если ввести обозначение ω2 = ab, то мы по-

лучим стандартное уравнение консерватив-

ного осциллятора, которое уже рассматри-

валось выше: . Следователь-

но, система уравнений будет иметь такое 

же решение, как и физические школьные 

задачи о колебаниях (пружинный и матема-

тический маятники, электромагнитный ко-

лебательный контур), и полученное уравне-

ние описывает колебательный процесс 

с периодом T:

Другими словами, в рамках данной модели 

изменение численности популяций жертв 

и хищников носит периодический характер. 

Конкретные значения параметров a и b, от-

ражающие взаимодействия между видами, 

могут быть определены путём многолетних 

наблюдений за популяциями. Таким обра-

зом, в рамках модели Лотки — Вольтерры 

изменения численности жертвы и хищника 

во времени представляют собой колеба-

ния — «консервативный экологический ос-

циллятор» с периодом Т:

Причём колебания численности хищника 

отстают по фазе от колебаний жертв — 

максимальному значению у соответствует 

среднее значение х и наоборот (рис. 2.). 

Амплитуда колебаний и их период опреде-

ляются начальными значениями численнос-

тей популяций. 

Согласно полученным результатам в рам-

ках данной модели не будет существовать 

стабильной численности популяций и чис-

ленности хищника, и жертвы будут совер-

шать циклические колебания. В каждом 

цикле, как только увеличивается популяция 

жертвы, начинает расти и популяция хищ-

ника. Она превышает численность жертвы, 

потребляет кормовой ресурс больше нормы 

для поддержания своей стабильности, от-

чего размер популяции жертвы снижается. 

Теперь численность хищника следует 

за убыванием численности жертвы до тех 

пор, пока уровень численности хищника 

не станет таким низким, что популяция жер-

твы начинает вновь возрастать. Если счи-

тать условия окружающей среды постоян-

ными, тогда интенсивность, или амплитуда 

циклов — разница между максимумом 

и минимумом численности — будет опреде-

ляться только начальной численностью 

и останется неизменной. 

В процессе освоения обучающимися изло-

женного выше содержания необходимо об-

ратить их внимание на то, что модель Лот-

ки — Вольтерры не может отражать все 

стороны взаимодействия в системе «хищ-

ник — жертва» и в природе колебания чис-

ленностей имеют более сложный характер. 

Рис. 2. Зависимость численности жертвы и хищника от времени в модели Лотки — Вольтерры

x, y

t
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Однако, несмотря на упрощения, в модели 

фиксируются представления о принципи-

ально колебательном характере динамики 

системы «хищник — жертва», что позволя-

ет прогнозировать динамику экологичес-

ких систем. Названное обстоятельство 

обусловливает широкое практическое ис-

пользование рассмотренной модели в эко-

логии. 

Второе факультативное занятие посвящено 

теме «Колебания в ходе химических реак-

ций — „химический осциллятор“». В про-

цессе введения учащихся в тему мы сооб-

щаем о том, что об осцилляциях в ходе хи-

мических реакций известно достаточно 

давно, однако данные реакции не привле-

кали особого внимания химиков. Это было 

связано с тем, что химическая кинетика как 

наука начала оформляться лишь в 70–80-х 

годах XIX века. В 1925 году А. Лотка пред-

ложил теоретическую модель системы 

с двумя последовательными автокаталити-

ческими реакциями, в которой химические 

колебания могли быть незатухающими. 

Поскольку первые математические модели 

описывали ненаблюдаемые (в то время) хи-

мические реакции, модель Лотки — Воль-

терры была не востребована химиками. 

Она нашла своё применение лишь для опи-

сания и объяснения колебаний численности 

сосуществующих видов животных в систе-

ме «хищник — жертва», о чём говорилось 

на первом из представленных в статье фа-

культативном занятии. 

Считаем целесообразным раскрытие основ-

ной темы занятия «Колебания в ходе хими-

ческих реакций…» вести в историческом 

ракурсе. Для этого сообщаем учащимся, что 

в середине прошлого столетия советский 

химик Борис Павлович Белоусов проводил 

исследования цикла Кребса (цикл Кребса — 

система ключевых биохимических превра-

щений карбоновых кислот в клетке), пыта-

ясь найти его неорганический аналог. В ре-

зультате одного из экспериментов в 1951 го-

ду, а именно окисления лимонной кислоты 

броматом калия в кислой среде в присутс-

твии катализатора — ионов церия (Ce+3), он 

обнаружил в процессе реакции колебания. 

Течение реакции менялось со временем, что 

проявлялось периодическим изменением 

цвета раствора. Эффект стал ещё более за-

метен в присутствии индикатора pH (ферро-

ина). Данная реакция оказалась очень удоб-

ной для лабораторных исследований. Коле-

бания можно было легко наблюдать визу-

ально, а их период находился в пределах 

10–100 с. Белоусов провёл достаточно под-

робное исследование этой реакции и выяс-

нил, в частности, что период колебаний су-

щественно уменьшается с повышением кис-

лотности среды и температуры [2]. 

Позже группа исследователей под руко-

водством А.М. Жаботинского провела под-

робные исследования реакции Белоусова, 

включая её различные варианты. Следует 

подчеркнуть, что работа проходила в режи-

ме постоянных консультаций с физиками 

и математиками, хорошо знакомыми с тео-

рией колебаний и её применением к раз-

личным колебательным (в том числе и хи-

мическим) системам. Такое сотрудничество 

помогло создать первую математическую 

модель реакции [6], и сегодня она известна 

во всём мире как «реакция Белоусова — 

Жаботинского». Реакция Белоусова — Жа-

ботинского — это класс химических реак-

ций, протекающих в колебательном режи-

ме, при котором некоторые параметры ре-

акции изменяются периодически, образуя 

сложную пространственно-временную 

структуру реакционной среды. Реакция Бе-

лоусова — Жаботинского стала одной 

из самых известных в науке химических ре-

акций, её исследованиями занимается мно-

жество учёных различных научных дисцип-

лин и направлений во всём мире. 

На факультативном занятии предлагаем 

ученикам рассмотреть реакцию Белоусо-

ва — Жаботинского:– окисление малоно-

вой кислоты броматом калия в присутствии 

катализатора — ионов церия в кислой сре-

де. Эту и аналогичные ей реакции можно 

провести в школьной лаборатории. Методи-

ка их проведения подробно описана в мно-

гочисленной литературе. Кроме того, на ка-

нале «YouTube» размещены видеоролики, 

демонстрирующие порядок её проведения 

в лаборатории. 

Полный механизм реакции Белоусова — 

Жаботинского очень сложен и насчитывает 

более 80 реакций и 20 химических соедине-

ний, принимающих в них участие. Однако 

колебания концентраций с течением време-

ни, которые можно наблюдать визуально, 

по изменению окраски либо потенциометри-

чески, по изменению ЭДС гальванического 
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элемента, происходят за счёт превраще-

ния Ce3+ в Ce4+. Поэтому мы будем рас-

сматривать только взаимопревращения 

ионов церия. 

В упрощённой схеме реакция Белоусова со-

стоит из двух фаз. В первой фазе трёхвалён-

тный церий Ce3+, определяющий розовый 

цвет раствора, окисляется бромноватой кис-

лотой — HBrО3 (Ce3+  HBpO3       Се4+), что приво-

дит к избытку ионов Се4+ (голубой цвет рас-

твора). Во второй фазе четырёхвалёнтный 

церий Се4+ восстанавливается органичес-

ким соединением — малоновой кислотой 

(Се4+  MK   Се3+), и голубой цвет сменяется 

розовым. После чего опять происходит сме-

на фаз, и раствор приобретает голубую ок-

раску. Процесс смены цвета происходит 

с периодичностью, равной примерно 1 мину-

те. Периодический процесс прекращается 

после большого числа периодов из-за необ-

ратимого расходования бромата — BrO3 
–. 

Первая модель реакции Белоусова — Жа-

ботинского была получена в 1967 году 

А.М. Жаботинским и М.Д. Корзухиным 

на основе подбора эмпирических соотно-

шений, правильно описывающих колебания 

в системе консервативной модели Лотки — 

Вольтерры [6]. Оказалось, что одна из про-

стейших химических схем, описывающих 

колебания в системе двух последователь-

ных автокаталитических реакций, матема-

тически тождественна уравнениям, которые 

Лотка и Вольтерра использовали для опи-

сания экологических процессов, и была из-

вестна как задача о «хищниках и жертвах». 

Химическим аналогом системы «хищник — 

жертва» и является колебательная реакция, 

в которой происходит периодическое изме-

нение концентраций промежуточных ком-

понентов. Применительно к химическим 

колебаниям, протекающим в гомогенной 

(однородной) среде, кинетическая схема 

модели Лотки — Вольтерры имеет вид: 
A → X ↔ Y → B. Данная схема определяет 

следующую гипотетическую реакцию. Пусть 

в некотором объёме находится вещество А, 

расход которого в процессе реакции почти 

незаметен, т.е. А находится в избытке. 

В процессе реакции происходит превраще-

ние молекул вещества А в молекулы ве-

щества Х. Эта реакция нулевого порядка 

протекает с постоянной скоростью k
0 (поря-

док реакции — это величина, равная сумме 

показателей степеней, с которыми концент-

рации реагентов входят в выражение для 

скорости реакции). Далее вещество Х пре-

вращается в вещество Y, при этом скорость 

превращения k
1 прямо пропорциональна 

концентрации молекул вещества Y, кото-

рые со скоростью k
2 обратно превращаются 

в вещество Х (это обстоятельство в кинети-

ческой схеме отмечено стрелкой ↔). Дан-

ные реакции являются реакциями второго 

порядка. Наконец, молекулы вещества Y не-

обратимо распадаются, образуя вещество 

В (k
3
, реакция первого порядка). В данной 

схеме, основанной на принципах химической 

кинетики, скорость убыли количества вещес-

тва X и скорость прибыли количества вещес-

тва Y считаются пропорциональными их про-

изведению. При таких допущениях математи-

ческую модель Лотки — Вольтерры можно 

распространить на химическую систему 

и представить в виде, который соответствует 

уравнению гармонического осциллятора:

где    

Стандартное решение данного уравнения 

показывает, что система совершает во вре-

мени незатухающие колебания по X и Y 

с частотой, что соответствует постоянному 

периоду колебаний Т:

 

Положения максимума и минимума на ки-

нетической кривой (рис. 3) будут отличать-

ся по времени на величину, равную Δt:

Следовательно, механизм реакции, идущей 

по приведённой выше кинематической схе-

ме, приводит (как и в случае «экологического 

 

Рис. 3. Зависимости изменения концентраций 
промежуточных веществ X и Y химической 

реакции от времени в модели Лотки — Вольтерры
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осциллятора») к незатухающим колебаниям, 

амплитуда и частота которых зависят только 

от начальных условий.

Таким образом, используя математическую 

модель линейного гармонического осцил-

лятора, можно с единых позиций осущест-

вить изучение колебательных процессов 

в физических, химических и биологических 

системах и сформировать у школьников 

представления об общности процессов, 

протекающих в природе.  �
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