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Рассмотрены критерии качества педагогического измерения. Показа-

но, что необходимыми условиями для признания практической ценно-

сти результатов педагогического измерения является справедливость

положенного в основу математической модели предположения о нор-

мальном законе распределения ошибок и значимости коэффициента

детерминации между модельными и реально полученными результа-

тами. Предложенная технология анализа результатов педагогическо-

го измерения реализована в виде компьютерной программы.
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Математическая
модель педагогического
измерения

Современный этап развития пе-
дагогических измерений невоз-
можно представить без матема-
тической модели процесса взаи-
модействия испытуемых раз-
личного уровня подготовленно-
сти с заданиями, различающи-
мися уровнями трудности. 

Математическая модель —
это «эквивалент объекта, отра-
жающий в математической
форме важнейшие его свойст-
ва — законы, которым он подчи-
няется, связи, присущие состав-
ляющим его частям, и т.д.»2.
Математическое моделирова-
ние — процесс построения и
изучения математических моде-
лей реальных процессов и явле-
ний. Любые науки, использую-
щие математический аппарат,
по сути занимаются математи-
ческим моделированием: заме-
няют реальный объект его моде-
лью и затем изучают послед-
нюю. Педагогические измере-
ния не являются исключением:
создаётся математическая мо-
дель, описывающая уровень
подготовленности испытуемых,
а затем производится обработка
результатов тестирования с ис-
пользованием математического
уравнения модели.

Математическая модель —
это одна из форм идеализации
изучаемого явления, основан-
ная на некоторых предположе-

ниях. Результаты математичес-
кого моделирования практичес-
ки всегда отличаются от экспе-
риментальных данных, что при-
водит к необходимости анализа
качества полученных результа-
тов и их пригодности для прак-
тического применения. 

Проблема качества
педагогического
измерения

Степень несоответствия факти-
ческих и расчётных данных мо-
жет быть различной. В одних
случаях разница между ними не
очень заметна и может оказать-
ся чисто случайной. В других
расхождения значительны. От-
сюда возникает задача оценки
качества педагогического изме-
рения, установления того, в ка-
ких случаях и с какой степенью
вероятности можно считать
разницу между фактическими
данными и теоретически ожи-
даемыми достоверной и, наобо-
рот, когда её следует считать не-
существенной, находящейся в
пределах случайности. 

Адекватность модели (от
лат. adaequatus — приравнен-
ный, вполне соответствующий,
верный, точный) — это способ-
ность модели отражать задан-
ные свойства изучаемого про-
цесса с приемлемой точностью.
Если фактически полученные
данные совпадают с теоретичес-
ки ожидаемыми, по модели,

измерения
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данными, то это может быть до-
статочным основанием для при-
нятия предлагаемой модели и
признания инструментальной
валидности результатов педаго-
гического измерения. Но если
фактические данные не согласу-
ются с теоретическими, то воз-
никает большое сомнение в
практической ценности полу-
ченных результатов. 

Вместе с тем адекватность
модели определяется не только
степенью её соответствия ре-
альному объекту, но также це-
лям исследования и назначе-
нию модели3. Критерии адек-
ватности служат мерилом того,
насколько эффективно модель
справляется с возложенными на
неё задачами. Если, например,
модель используется для про-
гнозирования, то главным кри-
терием адекватности будет ка-
чество прогноза. 

Для моделей педагогичес-
ких измерений основным кри-
терием качества является точ-
ность4 и надёжность измерения
уровня подготовленности испы-
туемых и параметров тестовых
заданий.

Стандартный подход к
оценке адекватности модели ос-
нован на сопоставлении резуль-
татов моделирования с экспери-
ментальными данными (напри-
мер, адекватность моделирова-
ния прочности каких-либо объ-
ектов можно проверить, срав-
нив расчётные значения показа-
телей прочности с результатами

натурных испытаний). Этот
стандартный подход неприго-
ден для педагогических измере-
ний. Знания (учебные достиже-
ния, умения, навыки, професси-
ональная компетентность и т.п.)
в общем случае не поддаются
непосредственному измерению.
Поэтому процесс измерения
принципиально отличен от из-
мерения наблюдаемых (напри-
мер, физических) величин. Ес-
ли наблюдаемые величины (на-
пример, длину объекта) находят
путём прямого сопоставления с
эталонными мерами, то уровень
знаний определяется по резуль-
татам косвенных измерений. 

Результатом моделирова-
ния являются не истинные зна-
чения уровней подготовленнос-
ти испытуемых и параметры те-
стовых заданий, а их прибли-
жённые оценки. К сожалению,
целый ряд факторов существен-
но осложняет анализ качества
результатов педагогического из-
мерения:
• погрешность измерения мо-
жет быть оценена только кос-
венными методами, потому что
для выявления ошибок аппрок-
симации расчётные значения не
с чем сравнить;
• оценка стандартных ошибок
измерения проводится с ис-
пользованием математической
модели. Эта оценка лишена
смысла в том случае, когда по-
ложенные в основу модели
предположения не выполня-
ются;
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• перепроверка результатов пе-
дагогического измерения путём
расчёта по другим математичес-
ким моделям невозможна, так
как получаемый при этом но-
вый набор приближённых оце-
нок также будет отличаться от
истинных значений, а величина
отличия неизвестна;
• изменение исходных данных
(например, исключение из рас-
смотрения ответов по отдель-
ным тестовым заданиям) при-
водит к вариации результатов
(оценок уровней подготовлен-
ности). 

Этапы проверки
пригодности
математической
модели педагогических
измерений

С учётом изложенного, для пе-
дагогического измерения автор
полагает целесообразным про-
ведение полного анализа при-
годности математической моде-
ли педагогического измерения,
который должен дать ответ на
следующие вопросы:
• достижима ли требуемая точ-
ность педагогического измере-
ния?
• пригодна ли выбранная мате-
матическая модель для обра-
ботки результатов тестирова-
ния?
• пригодны ли для практичес-
кого использования результаты
педагогического измерения? 

Первый этап
анализа — оценка
точности измерения

Для моделей педагогических
измерений главным критерием
является точность измерения
уровня подготовленности ис-
пытуемых и точность оценки
параметров тестовых заданий. 

Незнание истинных значе-
ний измеряемых параметров не
даёт возможность рассчитать
погрешность измерения. Одна-
ко можно оценить стандартную
ошибку, которая характеризует
погрешность измерения, вы-
званную действием случайных
факторов. Случайные факторы
(фрагментарность знаний ис-
пытуемого, случайный выбор
ответов, ошибки ввода данных;
ошибки, вызванные неверным
истолкованием условия зада-
ния и т.п.) в каждом из отдель-
ных измерений действуют не-
предвиденным образом то в сто-
рону уменьшения, то в сторону
увеличения результатов. Чем
сильнее действие случайных
факторов, тем больше отклоне-
ние расчётного значения отно-
сительно ожидаемого, а точ-
ность измерения — ниже.

Для трёх базовых моделей
IRT5,6 предельные, т.е. макси-
мально возможные значения
стандартных ошибок нахожде-
ния уровней подготовленности
обучаемых и трудности тесто-
вых заданий7 рассчитываются
по формулам:

измерения
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(1)

(2)
где σθ i — стандартная ошибка
уровня подготовленности i-го
испытуемого; σβ j — стандартная
ошибка уровня трудности j-го
задания; Pij — вероятность пра-
вильного ответа i-го тестируе-
мого на j-е задание; m — количе-
ство тестовых заданий; n — чис-
ло испытуемых; cj — параметр
коррекции на угадывание пра-
вильного ответа в j-м задании.

Ошибку измерения Δθ с
нужной вероятностью можно
найти из уравнения8:

Δθ = ε·σθ , (3)

где ε — аргумент функции Ла-
пласа, при котором она равна
половине заданного значения
вероятности α (например:
α = 0,68 соответствует ε = 1,0;
α = 0,90 соответствует ε = 1,65;
α = 0,997 соответствует ε = 3,0
и т.д.).

Полученные с помощью мо-
дели уровни подготовленности
испытуемых (уровни трудности
заданий) являются приближён-
ными оценками этих величин.
Истинные значения неизвест-
ны, но с вероятностью α нахо-

дятся в пределах доверительно-
го интервала θ ± Δθ. 

Например, уровень подго-
товленности испытуемого θ = 1
при σθ = 0,5 означает:
• с вероятностью 68% уровень
подготовленности находится в ин-
тервале q = 1±1·σθ (или 0,5 … 1,5); 
• с вероятностью 90% q = 1±1,65·σθ
(или 0,175 … 1,825); 
• с вероятностью 99,7% q=1±3·σθ
(или –0,5 … 2,5); 
• с вероятностью 99,99% q=1±4·σθ
(или –1… 3).

Поэтому первым этапом
проверки адекватности модели
должна быть оценка довери-
тельных интервалов для резуль-
татов педагогического измере-
ния. Если погрешности окажут-
ся слишком велики, то цель пе-
дагогического измерения не мо-
жет быть достигнута, а результа-
ты измерения непригодны для
практического использования. 

Таким образом, цель этого
этапа — установить возмож-
ность достижения нужной точ-
ности измерения. Если ответ
положительный, то далее надо
проверить пригодность и каче-
ство модели. Если нужная точ-
ность недостижима, то продол-
жать анализ не имеет смысла.

Второй этап
анализа — проверка
пригодности модели

Результаты педагогического из-
мерения и их стандартные
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ошибки рассчитываются по вы-
бранной модели IRT и не могут
быть проверены другими спосо-
бами. Очевидно, что ошибочная
модель приводит к ошибочным
результатам. Поэтому требует-
ся проверять правомерность
модели в каждом конкретном
случае её применения.

Модели IRT основаны на
предположениях (допущениях):
• вероятность правильного от-
вета определяется разностью
между уровнем подготовленно-
сти испытуемого и уровнем
трудности задания;
• действие неучтённых в модели
факторов пренебрежимо мало
или взаимно компенсируется;
• ошибки являются случайны-
ми величинами. 

Если модель адекватно опи-
сывает экспериментальные дан-
ные, то ошибки должны не про-
тиворечить этим предположе-
ниям. 

Следствием выполнения
стандартных допущений явля-
ется:
• независимость ошибок моде-
ли;
• постоянство дисперсии оши-
бок модели для всех интервалов
наблюдаемых данных;
• нормальный закон распреде-
ления ошибок.

В работе G. Karabatsos, по-
свящённой анализу пригоднос-
ти модели, перечислен ряд
факторов, приводящих к нару-
шению стандартных допуще-
ний9:

• несанкционированный доступ
испытуемых к правильным от-
ветам на все или отдельные тес-
товые задания (списывание, ис-
пользование запрещённых спра-
вочных материалов, подкуп
должностных лиц и т.д.);
• попытки угадывания ответа;
• ошибки при вводе ответа
(психологическое напряжение,
усталость, потеря концентра-
ции внимания могут привести к
техническим ошибкам при вво-
де правильного ответа);
• случайный выбор ответов без
попыток угадывания;
• творческое осмысление зада-
ния (например, в задаче по фи-
зике студент может учесть, что
Земля имеет форму не шара, а
эллипсоида). 

Составленный G. Karabatsos
список трудно назвать исчер-
пывающим. Автор этой статьи
полагает, что причинами нару-
шения стандартных допущений
также могут стать:
• некорректность тестовых за-
даний (технические ошибки
при вводе текста задания, фак-
тические ошибки, двусмыслен-
ность формулировки, неверное
значение эталона правильного
ответа и т.д.);
• фрагментарность знаний ис-
пытуемого (даже в рамках од-
ной темы отдельные учебные
вопросы студент может знать
лучше других, что не учитыва-
ется моделью измерения и при-
водит к росту погрешности мо-
дели).

измерения
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Действие указанных факто-
ров приводит к нарушению тео-
ретических предположений.
Эффективным средством обна-
ружения отклонений от стан-
дартных предположений явля-
ется анализ погрешностей, поз-
воляющий выявить основные
виды нарушений стандартных
предположений:

1) отклонение распределе-
ния ошибок модели от нормаль-
ного закона распределения. Вы-
явление такого отклонения оз-
начает неслучайность ошибок
модели, что ставит под сомне-
ние её адекватность;

2) выбросы — эксперимен-
тальные данные, резко отличаю-
щиеся от расчётных, вероят-
ность которых крайне низка.
В этом случае обычно проводят
повторный эксперимент. Если
результат повторяется, то следу-
ет исследовать природу его су-
ществования и уточнить модель,
в противном случае выброс не
принимают во внимание.

Критерии оценки закона
распределения ошибок являют-
ся мерой справедливости допу-
щений, положенных в основу
математической модели. 

Для проверки гипотезы о
законе распределения погреш-
ностей обычно используют
критерий согласия Пирсона,
также называемый критерием
χ2 — хи-квадрат (χ — греческая
буква «хи»), критерий Колмо-
горова-Смирнова или значения
коэффициентов асимметрии и

эксцесса распределения дан-
ных.

Известные теоретики IRT
Wright B.D. и Stone M.H пола-
гают, что полный анализ модели
педагогического измерения
должен включать оценку степе-
ни соответствия данных теоре-
тическим предположениям10.
Они считают, что анализ на ос-
нове критерия χ2 должен быть
проведён для каждого испытуе-
мого и каждого задания. 

Идея критерия χ2 состоит в
оценке отклонений распределе-
ния экспериментальных данных
от нормального распределения. 

Чтобы найти значение кри-
терия χ2, нужно сгруппировать
теоретические данные в интер-
вальный ряд (желательно не
менее 7 интервалов), причём в
каждом интервале должно ока-
заться не менее 5 значений. За-
тем подсчитать эмпирические и
теоретические частоты и вы-
числить статистику χ2 по фор-
муле11:

(4)

где с — число интервалов; Аi —
эмпирическая частота (отноше-
ние числа результатов тестиро-
вания, попавших в интервал i, к
общему количеству результатов
тестирования); Еi — теоретичес-
кая частота (относительное ко-
личество расчётных значений,
попавших в тот же интервал).

Для нормального распреде-
ления вычисленное значение χ2
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не превышает критического
значения χ2

крит, которое выби-
рается из соответствующей таб-
лицы12.

При проверке гипотез мето-
дами математической статисти-
ки необходимо иметь в виду
уровень значимости13, который
обычно выбирается из ряда
0,05; 0,025; 0,01 и 0,001. Различ-
ные значения уровня значимос-
ти имеют свои достоинства и
недостатки. Меньшие значения
дают бо �льшую уверенность в
том, что нормальное распреде-
ление ошибок не соблюдается,
но при этом есть больший риск
необоснованно признать рас-
пределение ошибок нормаль-
ным (ошибка второго рода или
ложноотрицательное решение).

Например, вывод о несоот-
ветствии распределения ошибок
нормальному закону при уровне
значимости 0,05 означает:
• с вероятностью не менее 95%
отличие распределения ошибок
от нормального распределения
достоверно;
• с вероятностью, не превыша-
ющей 5%, распределение всё-та-
ки может быть нормальным. 

Если положенное в основу
математической модели пред-
положение о нормальном зако-
не распределения ошибок не
выполняется, то нет оснований
признавать адекватность моде-
ли. Такую модель следует за-
браковать, а полученные с её
помощью результаты педагоги-
ческого измерения — признать

не имеющими практической
ценности. 

Проверку по критерию χ2

следует провести для каждого
уровня подготовленности ис-
пытуемого и уровня трудности
задания. Если пригодность мо-
дели не будет подтверждена, то
следует признать, что оценива-
ние данного студента (тестово-
го задания) в рамках выбранной
модели невозможно. 

В случае непригодности мо-
дели для тестового задания
можно рекомендовать:

1) проанализировать фор-
мулировку задания. Обнару-
женные ошибки исправить, по-
сле чего задание вновь может
быть включено в тест для апро-
бации14;

2) исключить из рассмотре-
ния ответы испытуемых на это
задание и повторить обработку
результатов тестирования.

В случае непригодности мо-
дели для испытуемого можно
рекомендовать:

1) если позволяют требова-
ния к результатам педагогичес-
кого измерения, принять мень-
шее значение уровня значимос-
ти. Возможно, на меньшем
уровне значимости модель мо-
жет быть признана пригодной;

2) оценить уровень подго-
товленности этого испытуемого
в индивидуальном порядке (на-
пример, путём устного или
письменного опроса);

3) при компьютерном тес-
тировании — выдать дополни-
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тельные тестовые задания (с
увеличением числа выполнен-
ных заданий растёт статистиче-
ская значимость результатов, и
повторная проверка по крите-
рию χ2 может показать пригод-
ность модели).

Итак, цель этого этапа — ус-
тановить пригодность модели
измерения. Если модель при-
годна, то далее проверяем её ка-
чество. В противном случае —
признаём, что оценивание дан-
ного студента (тестового зада-
ния) в рамках выбранной моде-
ли IRT невозможно.

Третий этап
анализа — проверка
качества модели
измерения

В математическом моделирова-
нии именно близость экспери-
ментальных и расчётных дан-
ных является основным крите-
рием качества модели. Как пра-
вило, адекватность практически
обосновывается достаточной
степенью совпадения значений
параметров модели и объекта. 

В IRT такие критерии, хотя
и упоминаются в отдельных ра-
ботах, широкого распростране-
ния не получили. Так,
Wright B.D. и Masters G.N. ис-
пользуют коэффициент надёж-
ности модели и на 113 странице
своей книги15 приводят форму-
лу этого коэффициента, кото-
рая полностью совпадает с фор-

мулой известного в статистике
коэффициента детерминации.

Коэффициент детермина-
ции R2 (квадрат множественно-
го коэффициента корреляции
R) является универсальным и
общепризнанным показателем
близости расчётных и экспери-
ментальных данных16:

(5)

где σΔ — средняя квадратичес-
кая ошибка (т.е. стандартное от-
клонение между расчётом по
модели и наблюдаемыми дан-
ными); σ — среднее квадратиче-
ское отклонение эксперимен-
тальных данных.

Коэффициент детермина-
ции R2 — это статистический
показатель, отражающий объяс-
няющую способность модели и
представляющий собой ту долю
дисперсии (вариации) резуль-
татов наблюдений, которая объ-
ясняется уравнением математи-
ческой модели. Он может при-
нимать только положительные
значения от 0 до 1. 

Если R2 = 0, то связь между
экспериментальными данными
и результатами моделирования
отсутствует, и вместо модели
можно с таким же успехом ис-
пользовать среднее арифмети-
ческое наблюдаемых значений.
R2 = 1 соответствует идеально-
му совпадению эксперимен-
тальных (наблюдаемых) и тео-
ретических (расчётных) дан-
ных. Чем ближе значение коэф-
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фициента детерминации к еди-
нице, тем ближе модель к эм-
пирическим наблюдениям. На-
пример, R2 = 0,8 означает, что
модель объясняет изменение
экспериментальных данных на
80%, а оставшиеся 20% прихо-
дятся на случайные ошибки
или неучтенные в модели фак-
торы.

Коэффициент детермина-
ции R2 можно рассматривать и
как показатель надёжности ре-
зультатов педагогического из-
мерения. Надёжность характе-
ризуется долей устойчивой час-
ти дисперсии. Чем выше значе-
ние R2, тем эта доля больше.
Следовательно, с увеличением
R2 снижается влияние случай-
ных факторов, а надёжность пе-
дагогического измерения возра-
стает.

В двумерной корреляцион-
ной модели коэффициент де-
терминации равен квадрату ко-
эффициента корреляции r:

R2 = r2 ,                (6)

где

(7)
M — обозначение математичес-
кого ожидания; σf и σy — сред-
ние квадратические отклонения
модели и экспериментальных
данных; Y — множество экспе-
риментальных данных; F — со-
ответствующее множество зна-
чений модели.

Для практических расчётов
коэффициента корреляции ис-
пользуется формула17:

(8)
где           — средние значения
экспериментальных и расчёт-
ных данных.

Формула коэффициента
корреляции для случая, когда
результат выполнения тестово-
го задания х оценивается дихо-
томически — 1 («правильно»)
или 0 («неправильно»), прини-
мает вид:

(9)
где хij — результат j-го задания
выполнения задания i-м тести-
руемым;   — средняя вероят-
ность правильного ответа.

В уравнении (9) расчётное
значение заменено вероятнос-
тью правильного ответа. Обос-
нуем эту замену. Как известно,
для дискретной случайной ве-
личины, заданной значениями
x1, x2, ..., хn и соответствующи-
ми этим значениям вероятнос-
тями Р1, Р2, ..., Рn, среднее значе-
ние (математическое ожида-
ние) определяется формулой18:

(10)

измерения
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При дихотомическом оце-
нивании вероятность того, что
x = 1 равна P, а вероятность
x = 0 равна 1 – P. Тогда по фор-
муле (10):

Значит, для моделей педаго-
гического измерения, основан-
ных на дихотомическом оцени-
вании, расчётное значение рав-
но вероятности правильного от-
вета.

Коэффициент корреляции
или его квадрат — коэффициент
детерминации R2 могут быть
рассчитаны для каждого испы-
туемого 

(11)
и для каждого тестового зада-
ния

(12)
где     — среднее значение ре-
зультата выполнения тестовых
заданий i-м испытуемым;    —
среднее значение результата вы-
полнения j-го задания всеми ис-
пытуемыми;        и — соответ-
ствующие средние значения
вероятности правильного от-
вета.

Полученные значения пока-
жут, насколько полно модель
измерения объясняет вариацию
результатов тестирования от-
дельно для каждого испытуемо-
го и для каждого тестового зада-
ния.

Формулы (9) и (11–12) до-
статочно универсальны и могут
быть использованы для случая,
когда результат выполнения за-
дания оценивается нескольки-
ми баллами. При этом следует
заменить Рij значениями, най-
денными по формуле (10).

Важный этап анализа —
проверка существенности отли-
чия от нуля коэффициента де-
терминации. Этим проверяется
значимость построенной моде-
ли. Если окажется, что коэффи-
циент детерминации сущест-
венно не отличается от нуля, то
можно сделать вывод о нулевой
«объясняющей» способности
модели (т.е. модель объясняет
наблюдаемые данные не лучше
их среднего арифметического),
надёжность измерения недоста-
точна (вариация ответов полно-
стью зависит от случайных фак-
торов). 

Статистически незначимое
отклонение от нуля коэффици-
ента является нарушением
предположения о модели изме-
рения, согласно которому веро-
ятность правильного ответа оп-
ределяется разностью между
уровнем подготовленности испы-
туемого и уровнем трудности за-
дания. В этом случае вероятность
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правильного ответа определяет-
ся действием неучтённых в мо-
дели факторов. Автор полагает,
что при отсутствии значимости
коэффициента детерминации
R2 использование полученных с
помощью модели результатов
неправомерно.

Значимость коэффициента
детерминации проверяется с
помощью F-критерия Фишера:

(13)

где l = m·n — количество ре-
зультатов выполнения тесто-
вых заданий, k — число входя-
щих в модель переменных (пе-
ременными величинами счита-
ются уровни подготовленнос-
ти испытуемых, уровни труд-
ности заданий, а также уровни
различающей способности за-
даний). 

F-критерий Фишера пока-
зывает, во сколько раз матема-
тическая модель описывает
фактические данные лучше, чем
среднее арифметическое. Если
полученное значение F окажет-
ся больше критического Fкрит,
то на принятом уровне значи-
мости можно сделать вывод ста-
тистической значимости отли-
чия R2 от нуля и, следователь-
но, значимости полученной мо-
дели. Поэтому условием адек-
ватности модели и надёжности
полученных с её помощью ре-
зультатов является подтвержде-
ние значимости коэффициента
детерминации19. 

При статистически незна-
чимом отклонении R2 от нуля
(F ≤ Fкрит) не подтверждается
одно из базовых предположе-
ний модели IRT о том, что ве-
роятность правильного ответа
определяется разностью меж-
ду уровнем подготовленности
испытуемого и уровнем труд-
ности задания. R2 = 0 означа-
ет, что разность между уров-
нем подготовленности испы-
туемого и уровнем трудности
задания не влияет на вероят-
ность правильного ответа. Ре-
зультаты педагогического из-
мерения в этом случае можно
обосновать только влиянием
случайных и неучтённых в мо-
дели факторов, что лишает их
какой-либо практической
ценности. Следует признать
качество полученной модели
и надёжность результатов из-
мерения неудовлетворитель-
ными.

Качественную интерпрета-
цию коэффициента детермина-
ции и коэффициента корреля-
ции можно ориентировочно
дать по шкале Чеддока20

(табл. 1).
Весьма высокая  Цель треть-

его этапа анализа — проверка
адекватности модели измере-
ния. Если окажется, что отличие
коэффициента детерминации от
нуля статистически не значимо,
то следует признать адекват-
ность полученной модели и на-
дёжность результатов измере-
ния неудовлетворительными.

измерения
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Возможности
расчёта в Microsoft
Excel
На сложность вычисления опи-
санных показателей качества
модели можно не обращать осо-
бого внимания — функции для
их расчёта имеются в готовом
виде во многих математических
и статистических пакетах ком-
пьютерных программ. 

Так, в приложении Excel из
среды Microsoft Office для про-
верки закона распределения по-
грешностей по критерию согла-
сия Пирсона (критерию χ2) ис-
пользуется встроенная функ-
ция ХИ2ТЕСТ. Эта функция
вычисляет вероятность совпа-
дения наблюдаемых (фактичес-
ких) значений и теоретических
(гипотетических) значений. Ес-
ли вычисленная вероятность
ниже уровня значимости (на-
пример, 0,05), то нулевая гипо-
теза отвергается и утверждает-
ся, что отклонения (погрешнос-
ти модели) не соответствуют
нормальному закону распреде-
ления21. Если вычисленная ве-
роятность близка к единице, то
можно говорить о высокой сте-

пени соответствия погрешности
модели нормальному закону
распределения.

Функция имеет следующие
параметры:

ХИ2ТЕСТ(Фактический_ин-
тервал; Ожидаемый_интервал)

где Фактический_интервал —
интервал данных, который со-
держит результаты наблюдений
(в нашем случае — результаты
выполнения тестовых заданий);
Ожидаемый_интервал — интер-
вал данных, который содержит
теоретические (расчётные) зна-
чения для соответствующих на-
блюдаемых.

Значение коэффициента
корреляции легко вычисляет-
ся при помощи функции 
КОРРЕЛ. Синтаксис этой
функции:

КОРРЕЛ(Массив1; Массив2),

где Массив1 — интервал ячеек
со значениями результатов вы-
полнения тестовых заданий,
Массив2 — интервал ячеек с
расчётными значениями.

611 ’  2 0 1 0

Гельман В.Я.

Решение математичес-

ких задач средствами

Excel. СПб.: Питер,

2003. 240 с.

Те о р и я
ТеорияТаблица 1

Kоличественная мера
тесноты связи Kачественная интерпретация

адекватности модели
r R2

0,1–0,3 0,01–0,09 Слабая

0,3–0,5 0,09–0,25 Умеренная

0,5–0,7 0,25–0,49 Заметная

0,7–0,9 0,49–0,81 Высокая

0,9–0,99 0,81–0,99 Весьма высокая
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Критическое значение
F-критерия Фишера можно
найти без специальных таблиц,
воспользовавшись функцией
FРАСПОБР:

FРАСПОБР (вероятность;сте-
пени_свободы1; степени_сво-

боды2)

где вероятность — уровень зна-
чимости (например, 0,05 или
0,01); степени_свободы1 — ко-
личество входящих в модель пе-
ременных; степени_свободы2 —
количество экспериментальных
данных, уменьшенное на число
переменных и единицу.

Пример анализа
адекватности
модели
педагогического
измерения

Исходные данные для анализа
(рис. 1) предоставлены В.С. Ава-
несовым. Таблица (или матри-
ца) организована так, что столб-
цы — это результаты выполне-
ния заданий (всего 10 заданий),
а строки — результаты тестируе-
мых (13 студентов). Сразу уточ-
ним, что столь малый объём дан-
ных не характерен для реального
тестирования. Зато такой объём
удобен для рассмотрения техно-
логии анализа адекватности мо-
дели.

Для проведения анализа
модели педагогического изме-

рения использовалась бесплат-
ная компьютерная программа
Estimate3PL автора (сайт
www.asksystem.narod.ru). Про-
грамма реализована в среде
Microsoft Excel, поэтому до-
ступны все функции и возмож-
ности этой электронной табли-
цы. Дополнительно включена
возможность обработки резуль-
татов тестирования в соответст-
вии с базовыми моделями IRT и
анализ адекватности модели.
После ввода исходных данных
нажимаем кнопку Поиск реше-
ния (рис. 1), выбираем режим
работы (рис. 2) и получаем ре-
зультаты (рис. 3).

Уровни подготовленности
испытуемых θ и соответствую-
щие стандартные ошибки σ за-
писываются в столбцах справа
от исходных данных (столбцы
M и N на рис. 3). Уровни труд-
ности заданий β, их стандарт-
ные ошибки σ, дифференциру-
ющая способность заданий а за-
писываются в строках ниже ис-
ходных данных (строки 15–17
на рис. 3). Самой большой ока-
залась стандартная ошибка
σ = 1,19 для уровня трудности
первого задания (ячейка В16 на
рис. 3). Это означает, что с веро-
ятностью 68% β1 = –3,52±1,19
(т.е. находится в интервале
от –4,71 до –2,33). Точность пе-
дагогического измерения невы-
сока. Это можно объяснить ма-
лым количеством выполненных
тестовых заданий. Однако будем
считать точность проведённого

измерения

ПЕД
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измерения удовлетворительной
и продолжим рассмотрение ре-
зультатов анализа модели.

Программа Estimate3PL вы-
водит результаты анализа адек-
ватности модели педагогичес-
кого измерения в целом (т.е. для
всей группы испытуемых):

• проверка закона распределе-
ния погрешностей по критерию
согласия Пирсона (критерию
хи-квадрат): вероятность слу-
чайности ошибок равна
0,999996. Вычисленная веро-
ятность многократно выше
уровня значимости 0,05, что

631 ’  2 0 1 0

Те о р и я
Теория

Рис. 1. Исходные данные на листе Microsoft Excel

Рис. 2. Выбор режима работы
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подтверждает пригодность мо-
дели измерения. Ошибки с вы-
сокой вероятностью обусловле-
ны случайными факторами;
• коэффициент детерминации
равен 0,4887745 (модель на
48,9% объясняет вариацию от-
ветов), что по шкале Чеддока
соответствует заметной адек-
ватности модели. Надёжность
результатов не высока;
• F-критерий Фишера равен
4,4063, что больше критическо-
го значения при уровне значи-
мости 0,05 (Fкрит = 1,631635).
Адекватность модели под-
тверждена.

Рассматривая всю матрицу
ответов, можно сказать, что до-
стигнуто удовлетворительное

качество модели (недостаток в
том, что модель не объясняет
51,1% дисперсии исходных бал-
лов). Однако конечными ре-
зультатами моделирования яв-
ляются оценки значений пара-
метров испытуемых и тестовых
заданий. Поэтому и для них
следует проверить адекватность
модели измерения.

Программа Estimate3PL
рассчитывает коэффициенты
детерминации R2 для каждого
испытуемого (столбец О) и для
каждого тестового задания
(строка 18). Также проверяется
закон распределения погрешно-
стей по критерию хи-квадрат и
выводятся значения P (хи-квад-
рат) — вероятности того, что

измерения

ПЕД
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Рис. 3. Результаты расчёта параметров модели 
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расхождение между исходными
данными и моделью вызвано
случайными факторами (стол-
бец P и строка 19). Так, для 11-
го студента R2 = 0,84 (модель на
84% объясняет вариацию отве-
тов этого студента). По шкале
Чеддока адекватности модели
можно считать весьма высокой;
проверка по F-критерию Фише-
ра при уровне значимости 0,05
подтверждает значимость (при-
годность) модели. P (хи-квад-
рат) = 0,997 (т.е. вероятность
нормального распределения
ошибок равна 99,7%), что под-
тверждает пригодность модели
педагогического измерения для
этого студента. 

Для большей наглядности
проведём графический анализ
качества модели. На графике
для одиннадцатого студента

(рис. 4) видно, что результат те-
стирования и модель действи-
тельно хорошо согласованы.
В полном соответствии с теори-
ей, студент даёт правильные от-
веты на лёгкие задания (т.е. за-
дания 1–3, уровень трудности
которых меньше уровня подго-
товленности этого студента
θ = –0,54), а при решении слож-
ных заданий терпит неудачу.
Адекватность модели весьма
высока. 

Ответы четвёртого студента
(рис. 5) меньше согласуются с
теоретическими предположени-
ями: он ошибается на двух лёг-
ких заданиях и правильно ре-
шает более сложное. Однако эти
задания близки по уровню
трудности (β5 = β6 = 0,27,
β7 = 0,72) к уровню подготов-
ленности этого студента
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Рис. 4. Графический анализ модели для одиннадцатого студента
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θ4 = 0,45. Поэтому отклонения
ответов от прогнозируемых с
вероятностью 96% можно счи-
тать случайными (P(хи-квад-
рат) = 0,96). R2 = 0,45 (модель
объясняет 45% дисперсии отве-
тов), адекватность модели до-
статочна. 

Для удобства анализа про-
грамма Estimate3PL выделяет
цветом значения R2 и P(хи-ква-
драт), которые не подтвержда-
ют значимость и пригодность
модели (на рис. 3 такие значе-
ния выделены жирным шриф-
том). Наименее пригодной для
практических целей оказалась
модель измерений десятого сту-
дента: R2 = 0,01 (модель объяс-
няет всего 1% полученных отве-
тов), P(хи-квадрат) = 0,002 (ве-
роятность случайности ошибок
модели 0,2%). И критерий Фи-
шера, и критерий хи-квадрат

при уровне значимости 0,05 оп-
ровергают пригодность модели.
Действительно, на рис. 6 видно,
что ответы хаотически располо-
жены относительно графика
модели измерения, причём от-
клонения достигают 0,95. Пред-
положение о случайном харак-
тере ошибок, положенное в ос-
нову математической модели, в
данном конкретном случае не-
правомерно: P(хи-квадрат) =
0,002, что много меньше стан-
дартного уровня значимости
0,05. 

Проверка по критерию Фи-
шера не подтвердила адекват-
ность моделей для студентов 1,
2, 3, 7 и 9 и заданий 1 и 3. Мо-
дель измерения в этих случаях
не может объяснить ответы ис-
пытуемых, что лишает резуль-
таты педагогического измере-
ния практической ценности.

измерения

ПЕД
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Рис. 5. Графический анализ модели для четвёртого студента
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Очевидно, основная причина
этого — малый объём данных
(при большом количестве на-
блюдений даже весьма малые
отклонения R2 от нуля оказыва-
ются достаточными для призна-
ния значимости этого коэффи-
циента и адекватности модели).

Далее проведён ряд проб-
ных расчётов по тем же исход-
ным данным с использованием
других распространённых моде-
лей и методов расчёта парамет-
ров модели, результаты сведены
в табл. 2 (принят уровень зна-
чимости 0,05).

Анализ данных табл. 2 сви-
детельствует, что в данном пе-
дагогическом измерении:
• модель Раша в сочетании с
методом максимального прав-
доподобия обеспечивает отно-
сительно небольшие стандарт-
ные ошибки. Проверка по кри-
терию χ2 подтверждает пригод-
ность модели, критерий Фише-

ра — значимость модели для
всего набора исходных данных.
Однако не удалось подтвердить
возможность практического ис-
пользования оценок уровней
подготовленности 6 студентов и
уровней трудности 4 заданий
ввиду статистической незначи-
мости (низкого качества) моде-
ли измерения (см. табл. 2);
• двухпараметрическая модель
в сочетании с методом макси-
мального правдоподобия дала
большой разброс значений
стандартных ошибок, которые
для трёх студентов и одного за-
дания превышают 1,8 (макси-
мальная ошибка достигает
2,82). В целом модель измере-
ния адекватна исходным дан-
ным, но не удалось подтвердить
адекватность модели и резуль-
татов измерения для 4 студен-
тов и 4 заданий;
• метод наименьших квадратов
привёл к построению непригод-
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Рис. 6. Графический анализ модели для десятого студента
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ных для педагогического измере-
ния моделей (вероятность случай-
ности ошибок P(χ2) много меньше
любого стандартного значения
уровня значимости). Это можно
объяснить чувствительностью ме-
тода наименьших квадратов к вы-
бросам (большим отклонениям
между моделью и экспериментом)
и малым объёмом данных.

Ни одна из рассмотренных
моделей не смогла обеспечить

приемлемое качество измере-
ния. Очевидная причина это-
го — малый объём исходных
данных, который казался недо-
статочным для надёжного отде-
ления случайного и закономер-
ного.

Тем не менее, пример позво-
лил весьма подробно проиллю-
стрировать все основные этапы
анализа адекватности модели
измерения. 

измерения
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Таблица 2

Модель, метод
расчёта

Средняя
стандартная

ошибка,

Максималь-
ная

стандартная
ошибка,

Вероятность
случайности

ошибок,
Kоэффициент
детерминации,

R2

Номера
испытуемых

и заданий,
для которых

Номера
испытуемых

и заданий,
для которых

F<F
крит

Модель Раша,

Метод макси-
мального
правдоподобия

0,84 1,24 0,999996 0,489 студент 10 студент 1
студент 2
студент 3
студент 7
студент 9
задание 1
задание 3
задание 4
задание 10

Модель Раша,

Метод наи-
меньших
квадратов

1,17 3,79 0,000000 0,544 студент 10
задание 8
задание 10

студент 1
студент 2
студент 7
студент 9
студент 10

Двухпарамет-
рическая
модель,

Метод макси-
мального прав-
доподобия

0,94 2,82 0,9999999 0,562 - студент 1
студент 7
студент 9
студент 10
задание 1
задание 3
задание 4
задание 5

Двухпарамет-
рическая
модель,

Метод наи-
меньших
квадратов

0,52 2,47 0,000000 0,624 студент 9
студент 10
задание 6
задание 8
задание 10

студент 1
студент 9
студент 10
задание 1

σσср σσмах χχ2>χχ2
крит

P(χχ2)

PI_1_2010.qxd  26.03.2010  16:22  Page 68



Выводы

1. Анализ адекватности модели
является необходимым услови-
ем корректности педагогичес-
кого измерения.
2. Проверку модели измере-
ния целесообразно проводить
в следующей последователь-
ности:

a) оценка доверительных
интервалов для результатов пе-
дагогического измерения. Если
погрешности окажутся слиш-
ком велики, то результаты изме-
рения непригодны для практи-
ческого использования;

б) проверка закона распре-
деления погрешностей для всей
матрицы ответов и для каждого
испытуемого и для каждого тес-
тового задания в отдельности.

Если нормальный закон распре-
деления не будет подтверждён,
то следует признать модель не-
пригодной, а оценивание данно-
го студента (тестового задания)
в рамках выбранной модели не-
возможным;

в) оценка значимости коэф-
фициента детерминации моде-
ли как показателя адекватности
модели и надёжности результа-
тов педагогического измерения.
3. При компьютерном тестиро-
вании в случае неподтвержде-
ния адекватности модели целе-
сообразно предусмотреть авто-
матизацию выдачи дополни-
тельных тестовых заданий.
Критерием завершения тести-
рования может стать достиже-
ние адекватности модели педа-
гогического измерения.

Те о р и я
Теория
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