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Введение

Rasch Measurement (RM) — направление современной теории пе-
дагогических и психологических измерений, основанное датским
математиком и статистиком Георгом Рашем. Ключевым элементом
RM является математическая модель. Эта модель и направление в
целом находят применение не только в психологии и педагогике,
но и в других областях, таких, как изучение общественного мне-
ния, рыночной конъюнктуры и т.д. К сожалению, сам Раш не успел
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конкретизировать положения
своей революционной теории
измерений до уровня, достаточ-
ного для решения многих при-
кладных задач. 

Rasch Measurement явился
исходной теоретической базой
Item Response Theory (IRT) —
теории измерений, использую-
щей кроме модели Раша и дру-
гие математические модели. По
мнению В.С.Аванесова, RM
нельзя рассматривать как част-
ный случай Item Response
Theory. Научный статус RM
много выше IRT, поскольку
представляет собой открытие в
области систем педагогических
измерений. RM позволяет по-
лучить непересекающиеся гра-
фики заданий теста, что счита-
ется существенным преимуще-
ством для построения интер-
вальной шкалы в педагогичес-
ких измерениях1.

Математическая
основа модели Раша

В работе2, ставшей началом но-
вого направления теории педа-
гогических измерений, Георг
Раш предпринял попытку вы-
вода уравнения модели, опреде-
ляющей вероятность правиль-
ного ответа испытуемого на тес-
товое задание.

По сути, модель Раша —
это научная гипотеза, основан-
ная на следующих предполо-
жениях:

1) мера уровня подготовленнос-
ти любого испытуемого ti (т.е.
количественная характеристи-
ка уровня подготовленности ис-
пытуемого по определённому
множеству заданий теста) не
должна зависеть от уровня
трудности тестовых заданий
ti ∈]0;∞[;
2) вероятность правильного
ответа испытуемого Pi зави-
сит только от уровня подго-
товленности испытуемого и
от уровня трудности тестово-
го задания b ∈]0;∞[ (т.е. ко-
личественной характеристи-
ки тестового задания, не за-
висящей от выборки испыту-
емых и отражённой на опре-
делённой шкале по конкрет-
ному разделу определённой
области знания) или
P = f(t, b);
3) ответы испытуемых на зада-
ния теста статистически неза-
висимы, из чего следует взаим-
ная независимость измеряемых
параметров.

Предположим, что уровень
трудности b1 первого задания в
k раз больше уровня трудности
b2 другого задания:

b1 = k⋅b2.                 (1)

С учётом принятых предпо-
ложений первое задание долж-
но оказаться в k раз труднее для
каждого испытуемого.

Предположим также, что
уровень подготовленности пер-
вого испытуемого t1 в k раз

измерения
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больше уровня подготовленнос-
ти другого испытуемого t2

t1 = k ⋅ t2.                (2)

Полагая уровни подготов-
ленности и уровни трудности
положительными величинами,
разделим уравнение (1) на
уравнение (2)

(3)

Следовательно:
• вероятность правильного ре-
шения более подготовленным
первым участником более труд-
ного первого задания должна
совпадать с вероятностью пра-
вильного решения вторым уча-
стником второго задания;
• вероятность правильного от-
вета определяется отношением
уровня подготовленности испы-
туемого к уровню трудности те-
стового задания P = f(t/b). По-
этому модель Раша называют
однопараметрической, хотя она
оперирует двумя переменными.

Конкретный вид аналитиче-
ской зависимости P = f(t/b) не-
известен, но эта функция долж-
на отвечать ряду условий.
1. Значение вероятности пра-
вильного ответа должно быть в
пределах от нуля до единицы,
т.е. область значений P ∈ [0; 1].
2. Функция P = f(t/b) должна
монотонно возрастать, так как
при постоянном уровне трудно-
сти задания большему значе-
нию уровня подготовленности

должна соответствовать боль-
шая вероятность правильного
ответа.
3. Логично предположить, что
при t/b > 1 (уровень подготов-
ленности тестируемого больше
уровня трудности задания) ве-
роятность правильного ответа Р
больше вероятности ошибки,
т.е. Р > 0,5. Чем больше отноше-
ние уровня подготовленности к
уровню трудности задания, тем
легче испытуемому решить за-
дание. Значит, с увеличением
параметра t/b вероятность пра-
вильного ответа должна возрас-
тать. Но вероятность не может
быть больше единицы, поэтому
вероятность правильного ответа
будет неограниченно прибли-
жаться к единице (асимптотиче-
ски стремиться к единице), т.е.

4. Аналогичный ход рассужде-
ний приводит к выводу: если
уровень подготовленности
меньше уровня трудности зада-
ния, то вероятность правильно-
го ответа Р < 0,5; и с уменьше-
нием параметра t/b вероятность
правильного ответа Р уменьша-
ется ,  стремясь  к  нулю,  т .е .  

5. В случае равенства уровня под-
готовленности и уровня трудности
задания вероятность правильного
ответа Р = 0,5. Характер взаимо-
связи между параметром моде-
ли и вероятностью правильно-
го ответа приведён на рис. 1.
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Георг Раш предложил пер-
вую форму записи своей моде-
ли в виде:

(4)

Нетрудно убедиться, что
уравнение (4) отвечает всем
сформулированным выше тре-
бованиям к функции P = f(t/b). 

Модель Раша в виде
логистической
функции

Для построения шкалы измере-
ний оказалось удобным выра-
жать уровень подготовленности
t и уровень трудности  b в лога-
рифмическом масштабе:

θ = ln(t),

β = ln(b),
где θ и β — логарифмы уровней
подготовленности и трудности
или значения уровней подго-
товленности и трудности, изме-
ряемые в логарифмическом
масштабе (в соответствии с
принятой терминологией, далее
под уровнями подготовленнос-
ти и трудности будем понимать
θ и  β).

Тогда модель Раша примет
вид:

(5)
Уравнение (5) — наиболее

известная форма записи модели
Раша. Заметим, что модель Ра-
ша относится к логистическим
функциям3, общее уравнение
которых имеет вид:

измерения
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Рис. 1. Связь параметра модели Раша 
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Логарифмическая шкала
даёт возможность измерять
уровни подготовленности θ и
уровни трудности β в общем
масштабе. За единицу шкалы
принят логит (от англ. log odds
unit — единица логарифмичес-
кой разницы). Шкала характе-
ризуется равными линейными
интервалами (т.е. расстояние
между 1 и 2 равно расстояниям
между 2 и 3, между 10 и 11 и
т.д.). Известны математические
выкладки4,5, подтверждающие
корректность модели Раша в
виде логистической функции.

Исходя из положенных в
основу модели Раша предполо-
жений, сравним уровни трудно-
сти двух заданий. Задания i и j
можно различить по уровню
трудности только тогда, когда
частоты ответов испытуемых на
эти задания различаются. Для
сравнения заданий i и j необхо-
димо посчитать, как часто испы-
туемые отвечали правильно на
задание i, в то время как на  за-
дание j отвечали неправильно, и
соотнести полученное с тем, как
часто происходили обратные
события.

Количественное сравнение
трудности заданий i и j на осно-
ве этой пары взаимных значе-
ний требует в качестве объек-
тивного инструмента вероятно-
стную модель, т.е. сравнение ве-
роятностей. Обозначим xi — ре-
зультат выполнения i-го зада-

ния (xi = 1 при правильном от-
вете, xi = 0 при неправильном),
P(xi) — вероятность исхода xi.

Учитывая независимость
тестовых заданий, отношение
уровней трудности заданий i и j
можно записать в виде

(6)

где Pi и Pj — вероятности пра-
вильного ответа на i-е и j-е зада-
ние.

В соответствии с предполо-
жением о зависимости вероят-
ности правильного ответа от
уровня подготовленности испы-
туемого и уровня трудности те-
стового задания, уравнение (6)
не должно зависеть от испытуе-
мых. Другими словами, отноше-
ние уровней трудности двух за-
даний должно быть равным для
любой пары испытуемых n и m:

(7)

Выполнение условия (7) оз-
начает независимость уровней
трудности заданий от парамет-
ров испытуемых. Таким обра-
зом, соблюдается сформулиро-
ванное Л.Л. Терстоуном и дру-
гими требование независимости
(инвариантности) средств изме-
рения от объекта измерения6.

Для упрощения оценки зна-
чений уравнения (7) мы можем
выбрать j = 0 и m = 0. Тогда при
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шкалировании задание i будет
сравниваться с заданием j = 0, а
испытуемый n — с испытуемым
m = 0. Можно также выбрать
шкалу измерения так, чтобы ис-
пытуемый m = 0 с вероятностью
50% выполнял задание j = 0:

Pmj = P00= 0,5

Подставив  j = 0 и m = 0 в
выражение (7), получим:

(8)

Первый сомножитель пра-
вой части уравнения (8), завися-
щий только от свойств испытуе-
мого n и изменяющийся от нуля
до бесконечности, примем за
уровень его подготовленности:

(9)

т.е. уровень подготовленности
любого испытуемого определя-
ется как отношение вероятнос-
ти верного выполнения им
стандартного задания, уровень
трудности которого принят за
единицу, к вероятности невер-
ного выполнения этого задания.

Второй сомножитель пра-
вой части уравнения (8), зави-
сящий только от свойств i-го за-
дания и изменяющийся от нуля

до бесконечности, примем за ве-
личину, обратную его уровню
трудности

(10)

т.е. уровень трудности любого
задания отношением вероятно-
сти неверного выполнения это-
го задания стандартным испы-
туемым, уровень подготовлен-
ности которого принят за еди-
ницу, к вероятности правильно-
го решения.

Шкала, определённая отно-

шением              может быть пре-

образована в шкалу с равными
линейными интервалами путём
логарифмирования:

(11)

После очевидных преобра-
зований получаем уже знакомое
уравнение модели Раша (гра-
фик этой функции приведён на
рис. 2):
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Достаточная статисти-

ка — совокупность

функций от результатов

наблюдений, которые

содержат ту же статис-

тическую информацию

о неизвестных величи-

нах, что и сами резуль-

таты наблюдений.

(Большая советская эн-

циклопедия, электрон-

ная версия. М.: Боль-

шая Российская энцик-

лопедия, 2002). 

Андронов А.М., 

Копытов Е.А., 

Гринглаз Л.Я.

Теория вероятностей и

математическая статис-

тика: Учебник для ву-

зов. СПб.: Питер, 2004.

461 с.

Достаточные статистики
для модели Раша

Одно из преимуществ модели
Раша — существование т.н. до-
статочных статистик7. Некото-
рая функция ϕ (х), рассчитан-
ная по результатам наблюдений
x1, x2 … xn, является достаточ-
ной статистикой тогда и только
тогда, когда плотность распре-
деления fw (x) может быть запи-
сана в виде8:

(12)

Это означает, что условие
существования достаточной
статистики заключается в воз-
можности представления плот-
ности распределения в виде
двух сомножителей, один из ко-
торых (h) не зависит от параме-
тра w, а другой (g) зависит, но не

непосредственно от результатов
наблюдений, а только через ста-
тистику ϕ (х).

Достаточные статистики
позволяют уменьшить объём
статистических данных без по-
тери информации об интересу-
ющем нас параметре.

Рассмотрим обоснование
достаточных статистик для мо-
дели Раша.

Задача определения уров-
ней подготовленности испытуе-
мых и уровней трудности зада-
ний по исходным данным тести-
рования заключается в подборе
таких значений этих парамет-
ров, чтобы результаты тестиро-
вания и расчёт по модели наи-
лучшим образом совпадали. На-
иболее известный критерий оп-
тимальности подбора парамет-
ров основан на методе макси-
мального правдоподобия. Этот
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критерий требует выбора таких
параметров, при которых веро-
ятность получить в процессе из-
мерения фактически наблюдае-
мые величины была бы макси-
мальной. В формальной записи
это соответствует максимуму
произведения вероятностей
всех наблюдаемых независи-
мых событий9:

(13)

По модели Раша можно най-
ти вероятность результата х при
решении i-м тестируемым j-го
задания:

(14)

где хij — результат выполнения
задания, х = 1 при правильном
ответе, х = 0 при неправильном
ответе.

Действительно, в случае
правильного ответа (14) равно-
ценно модели Раша:

Выражение (13) корректно
и в случае неправильного ответа:

Тогда критерий оптималь-
ности подбора параметров (13)
примет вид:

(15)

где n — количество испытуе-
мых; m — число тестовых зада-
ний.

Зная, что eaeb = ea + b, пре-
образуем числитель:

(16)

Введём обозначения: Ri —
сумма результатов выполнения
тестовых заданий i-м тестируе-
мым (Ri также называют пер-
вичным или исходным баллом
испытуемого):

sj — сумма результатов выпол-
нения j-го задания всеми тести-
руемыми (первичный или ис-
ходный балл задания):

Используя Ri и sj, заменим

Таким образом, уравнение
(16) принимает вид:
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(17)

Нетрудно заметить, что в
выражение (17) не входят ис-
ходные данные тестирования
xij, т.е. они не нужны для нахож-
дения параметров модели. Дан-
ные xij преобразованы в исход-
ный балл испытуемого (кото-
рый вошёл  в первый сомножи-
тель правой части уравнения) и
в исходный балл испытуемого
(второй сомножитель правой
части). Из уравнения (17) сле-
дует, что уровень подготовлен-
ности любого испытуемого пол-
ностью определяется суммой
набранных им баллов, т.е. ис-
ходный балл — достаточная ста-
тистика для уровня подготов-
ленности. Аналогично, для на-
хождения уровня трудности за-
дания из всего объёма исходных
данных требуется только сумма
результатов выполнения этого
задания всеми тестируемыми,
т.е. сумма правильных ответов
по заданию является достаточ-
ной статистикой для уровня
трудности.

Заметим, что достаточные
статистики модели Раша суще-
ствуют только для решения по
методу максимального правдо-
подобия. При выборе других
критериев оптимальности пара-
метров модели Раш достаточ-
ные статистики отсутствуют.
Например, при подборе параме-
тров модели Раша по методу на-

именьших квадратов критерий
подбора параметров принимает
вид10:

(18)
В этом случае для подбора

параметров нужны все значения
исходных данных тестирования
xij, которые нельзя заменить ка-
кими-либо достаточными ста-
тистиками. Аналогично можно
доказать отсутствие достаточ-
ных статистик для уровней под-
готовленности испытуемых и
уровней трудности заданий при
педагогических измерениях по
двух- и трёхпараметрическим
моделям.

Преимущества
достаточных
статистик

Первое и самое очевидное — уп-
рощение расчётов при нахожде-
нии уровней подготовленности
испытуемых и уровней трудно-
сти заданий. Исходная матрица
(таблица) данных тестирования
xij размером n·m полноценно за-
меняется значениями сумм по
каждой строке и каждому
столбцу, количество которых
равно n + m. Например, при об-
работке результатов выполне-
ния теста из 50 заданий тыся-
чей студентов 50000 (n·m = 50·
·1000 = 50000) результатов ре-
шения тестовых заданий мож-
но заменить 1050 суммами

111 ’  2 0 1 0

М е т о д о л о г и я
М е т о д о л о г и я

( )1

1 1

1 1
.

1
m

j j i j
j

n m
s

i j

ee
β θ β

=
∑ −

= =

⋅ ⋅
+∏∏

2( )

( )
1 1

min.
1

i j

i j

n m

ij
i j

e
x

e

θ β

θ β

−

−
= =

⎛ ⎞
− →⎜ ⎟

+⎝ ⎠
∑∑

Деменчёнок О.Г. 

Компьютерная програм-

ма для подбора парамет-

ров основных моделей

Item Response Theory //

Педагогические измере-

ния. 2008. № 2. С. 28–42.

1100

PI_1_2010.qxd  26.03.2010  16:22  Page 11



Толстова Ю.Н.

Измерение в социоло-

гии: Учебное пособие.

М.: Инфра-М, 2009.

288 с.

Thurstone L.L.

A law of comparative

judgment

// Psychological Review.

Vol 34(4). Jul 1927.

273—286 рр.

(n + m = 50 + 1000 = 1050), т.е.
объём данных может быть
уменьшен в 47,6 раза. Однако
вручную такую обработку вы-
полнить нереально, а современ-
ная компьютерная техника спо-
собна обрабатывать данные без
такого упрощения. Поэтому
первое преимущество нельзя
назвать весомым.

Второе преимущество —
полное соответствие уровней
подготовленности исходным
баллам испытуемых, а уровней
трудности — числу правильных
ответов на задания. Это соот-
ветствие нелинейное, но сохра-
няющее упорядоченность, то
есть большему исходному бал-
лу будет соответствовать боль-
ший балл тестовый. Уровни
подготовленности всех участ-
ников, набравших одинаковые
исходные, будут совпадать, т.к.
являются функциями равных
достаточных статистик.

Другими словами, все ис-
пытуемые, решившие правиль-
но одинаковое количество тес-
товых заданий (безразлично ка-
ких), получат одинаковую
оценку подготовленности. Бла-
годаря этому оценивание стано-
вится относительно прозрач-
ным, поскольку испытуемый с
большим исходным баллом мо-
жет быть уверен в получении
более высокого балла по  уров-
ню своей подготовленности на
латентной шкале уровня
подготовленности.

Модель Раша 
и закон Терстоуна

Одним из первых начал приме-
нять математические методы в
психологии и социологии аме-
риканский учёный Луис Леон
Терстоун. Поиски «объектив-
ного в субъективном» привели
Терcтоуна к открытию в 1927
году т.н. закона (уравнения)
сравнительного суждения, поз-
воляющего при определённых
допущениях сравнивать интен-
сивности не только количест-
венных, но и качественных па-
раметров. Это уравнение при-
меняется в социальной психо-
логии для оценки суждений
при анализе общественного
мнения, количественном изу-
чении этноцентризма, психо-
логии потребительских групп и
т.д.

Закон сравнительного суж-
дения Терстоуна на русском
языке можно сформулировать
следующим образом: искомые
шкальные значения каких-либо
двух объектов (т.е. их субъек-
тивные веса) тем далее отстоят
друг от друга, чем чаще респон-
дент предпочитает один объект
другому (отмечает, что один
объект «тяжелее» другого) при
многократном предъявлении
ему соответствующей пары объ-
ектов11. 

Аналитически закон Тер-
стоуна представлен в виде зави-
симости12:

измерения

ПЕД
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(19)
где Si и Sj — значения i-го и j-го
параметра на шкале измерений;
σi

2 и σj
2 — дисперсии i-го и j-го

параметра; zij — частота, с кото-
рой зарегистрированные значе-
ния Si оказались больше значе-
ний Sj, выраженная единицами
нормированного стандартного
отклонения (см. формулу 20);
r — коэффициент корреляции
между i-м и j-м параметрами.

Замена реальных значений
единицами нормированного
стандартного отклонения z ис-
пользуется для приведения эм-
пирического распределения к
стандартному нормальному
распределению, для которого
среднее значение случайной ве-
личины равно нулю, а диспер-
сия и стандартное отклоне-
ние — единице13. Замена произ-
водится по формуле:

(20)

где х — значение случайной ве-
личины;   — среднее значение;
σ — стандартное отклонение.

С точки зрения психометри-
ческой теории, закон сравни-
тельного суждения Терстоуна
определяет модель измерения.
Ввиду высокой сложности прак-
тических измерений на основе
исходной формы закона (19)
Терстоун выделил несколько ча-
стных случаев (вариантов) зако-
на сравнительного суждения. 

Первый случай — это сама
исходная общая форма зако-
на (19). Второй случай предус-
матривает изменение экспери-
ментальной методики, обраща-
ясь от оценок, производимых
одним испытуемым, к группо-
вым оценкам. Каждый испытуе-
мый в этом случае производит
только одно сравнение. Третий,
четвёртый и пятый частные слу-
чаи основаны на дополнитель-
ных допущениях14, которые из-
меняют аналитическое выраже-
ние закона Терстоуна.

Так, III случай закона Тер-
стоуна справедлив при отсутст-
вии корреляции (ri = 0), что
приводит общую форму (19) к
следующему виду:

IV случай закона Терстоуна
основывается на допущении,
что ri = 0  и что дисперсии мало
отличаются друг от друга, т.е.
σi = σj + d, где d мало по сравне-
нию с σi. Тогда выражение (19)
преобразуется:

Раскрывая скобки и делая
ряд преобразований и упроще-
ний, получаем окончательное
выражение IV случая закона:

где k — постоянный множитель.
Наиболее известен V слу-

чай закона Терстоуна, в котором
значения параметров считаются
независимыми (т.е. коэффициент
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корреляции равен нулю), а дис-
персии — равными:

где 

(21)
При этом вероятность того,

что Si больше Sj, может быть
получена непосредственно из
частоты случаев, в которых j-й
параметр оценен больше, чем i-й,
в предположении, что значения
разности Si – Sj распределены
согласно функции нормального
распределения15:

(22)

Как известно, значения ин-
тегральной функции нормиро-
ванного нормального распреде-
ления с точностью до сотых
совпадают со значениями логи-
стической функции  при изме-
нении масштаба аргумента с ко-
эффициентом 1,7: 

(23)

Тогда уравнение (22) можно
переписать следующим образом:

(24)

где с =1,7/σ — константа, не за-
висящая ни от объектов, ни от
субъектов измерения. 

Изменив масштаб шкалы
измерения с коэффициентом
пропорциональности с, можно
привести (24) к виду:

(25)

Выражение (25) определяет
вероятность того, что параметр
Si больше параметра Sj. Это
уравнение известной в психоло-
гии и социологии модели Бред-
ли–Терри–Льюса (Bradley-
Terry–Luce)16,17, которая при-
меняется для выявления пред-
почтений путём попарного
сравнения.

Применительно к педагоги-
ческим измерениям, считая пара-
метрами Si и Sj уровень подго-
товленности испытуемого θ и
уровень трудности задания β, по-
лучим уравнение модели Раша18:

Таким образом, модель Раша
соответствует V случаю закона
Терстоуна. Следует отметить,
что этому случаю соответствует
целый класс моделей вида:

(26)

где с — константа, не зависящая
от тестовых заданий и испытуе-
мых (для модели Раша с = 1). 

Уравнение (26) очень напо-
минает двухпараметрическую
модель, предложенную А. Бирн-
баумом19:

(27)
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где а — второй параметр моде-
ли, называемый различающей
способностью тестового  зада-
ния (чем больше значение раз-
личающей способности а, тем
ближе к вертикали центральная
часть графика задания).

Однако между уравнени-
ем (26) и двухпараметрической
моделью есть принципиальное
различие: хотя константа с по-
стоянна, каждое задание харак-
теризуется собственным значе-
нием различающей способности
(т.е. аj ≠ const). Двухпараметри-
ческая модель совпадёт с урав-
нением (26) и соответствует V
случаю закона Терстоуна толь-

ко при одинаковой разрешаю-
щей способности всех заданий
(аj = const). 

Графически это можно про-
иллюстрировать графиками,
представленными на рис. 3. 

На графиках показана зави-
симость вероятности правиль-
ного ответа от уровня подготов-
ленности испытуемого для пяти
тестовых заданий с равномерно
возрастающим уровнем трудно-
сти b1 = –2, b2 = –1, b3 = 0, b4 = 1
и b5 = 2. Три первые диаграммы
(рис. 3, а–в) соответствуют
уравнению (26) при различных
значениях константы: с = 1 (т.е.
модель Раша, рис. 3, а), с = 2

151 ’  2 0 1 0
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Рис. 3. Зависимость вероятности правильного ответа от уровня

подготовленности испытуемого (________ — задание с уровнем

трудности β = –2; – – – — задание с β = –1; – ⋅ – ⋅ – — задание с

β = 0; - - - - - - — задание с β =1; . . . . . . — задание с β =2)

а) б)

в) г)
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(рис. 3, б) и с = 0,5 (рис. 3, в).
Легко заметить, что графики за-
даний на этих рисунках не пере-
секаются. 

На рис. 4 представлены ре-
зультаты расчёта по двухпара-
метрической модели при значе-
ниях различающей способности
а1 = 1, а2 = 2, а3 = 0,5, а4 = 4 и
а5 = 1,5 (рис. 3, в). На этом ри-
сунке графики заданий пересе-
каются, что является нагляд-
ным свидетельством несоответ-
ствия двухпараметрической мо-
дели V частному случаю закона
Терстоуна. Нетрудно показать,
что соответствие недостижимо
и для трёхпараметрической мо-
дели. Указанное обстоятельство
выделяет модель Раша из ряда
моделей педагогических изме-
рений, что многие теоретики
считают важным преимущест-
вом20,21. 

Однако, на взгляд автора,
это преимущество не стоит пе-
реоценивать. Вспомним усло-
вия, при которых достигается
соответствие модели Раша и за-
кона Терстоуна:
• независимость измеряемых
параметров;
• равенство дисперсий  измеря-
емых параметров;
• распределение разности пара-
метров по нормальному закону
распределения.

Первое условие — незави-
симость измеряемых парамет-
ров — стандартное для педаго-
гических измерений предполо-
жение, и его справедливость ос-

паривать не будем. Выполнение
третьего условия — распределе-
ние разностей измеряемых па-
раметров по нормальному зако-
ну распределения — также не
очевидно.

Представляется весьма со-
мнительным выполнение вто-
рого условия. Истинные значе-
ния дисперсии уровней подго-
товленности Dиi и уровней
трудности заданий Dbj неизве-
стны, но можно оценить пре-
дельные значения этих вели-
чин22:

Для проверки предположе-
ния о равенстве дисперсий про-
ведены пробные расчёты. Ис-
пользовалась компьютерная
программа Estimate3PL (сайт
www.asksystem.narod.ru), исход-
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ные данные — матрица резуль-
татов тестирования, опублико-
ванная в известной работе
Б.Д. Райта и М.Х. Стоуна23 (эта
матрица заложена в программу
Estimate3PL в качестве приме-
ра). Результаты расчётов приве-
дены в табл. 1. Оценки диспер-
сии уровней подготовленности
Dθi составили от 0,68 до 1,33;
дисперсий уровней трудности
заданий Dβj —  от 0,21 до 1,19.
Максимальная оценка диспер-
сии превышает минимальную
более чем в шесть раз, ввиду че-
го равенство истинных значе-
ний дисперсий всех измеряе-
мых параметров представляется
маловероятным. 

Таким образом, в практике
педагогических измерений про-
блематично обеспечить соблю-
дение обязательных условий со-
ответствия модели Раша V ча-
стному случаю закона Терсто-
уна, что ставит соответствие
под сомнение. 

По мнению автора этой ста-
тьи, взаимосвязь модели Раша и
закона Терстоуна, интересная с
теоретической точки зрения,
особого практического значе-
ния не имеет. Модель Раша са-
модостаточна и не нуждается в
дополнительном теоретическом
обосновании в виде закона Тер-
стоуна. На технологию педаго-
гических измерений наличие
или отсутствие соответствия
модели Раша V частному слу-
чаю закона Терстоуна какого-
либо влияния не оказывает. По-

этому целесообразно сосредото-
читься на более важных вопро-
сах, таких, как изучение причин
недостаточной точности и на-
дёжности результатов педагоги-
ческих измерений.

Rasch Measurement
и Item Response
Theory

Модель Раша — это самая про-
стая математическая модель пе-
дагогических измерений. Наря-
ду с многочисленными успеха-
ми Rasch Measurement, к сожа-
лению, известны случаи, когда
результаты педагогического из-
мерения оказывались непригод-
ны для практического исполь-
зования ввиду недостаточной
точности и надёжности резуль-
татов. Такие случаи заставляют
задуматься над извечными во-
просами: кто виноват и что де-
лать.

J.M. Linacre в своей статье
«Модель Раша не может быть
опровергнута!»24 всю вину воз-
лагает на неподходящие для мо-
дели Раша исходные данные.
Если модель Раша не работает
для реальных данных, то причи-
на в тех искажениях, которые
содержатся в этих данных. Дей-
ствительно, искажение исход-
ных баллов тестирования мо-
жет быть обусловлено следую-
щими факторами:
• несанкционированный до-
ступ испытуемых к правильным

171 ’  2 0 1 0

Wright B.D., 

Stone M.H.

Best Test Design.

Chicago: Mesa Press.

1979.

Linacre J.M.

The Rasch Model cannot

be «Disproved»! //Rasch

Measurement

Transactions, 1996. 10:3.

pp. 512–514.
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Таблица 1

Результаты выполнения теста

Тестовые задания

4 5 7 6 9 8 10 11 13 12 14 15 16 17 D

25 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,78

4 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,68

33 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0,68

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,69

27 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,69

11 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0,79

12 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0,79

17 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1,02

19 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1,02

30 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1,02

2 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1,33

3 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1,33

5 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1,33

6 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1,33

8 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1,33

9 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1,33

13 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1,33

16 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1,33

26 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1,33

28 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1,33

29 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1,33

31 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1,33

10 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1,22

18 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1,22

14 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1,22

32 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1,22

20 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 1,22

21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1,04

22 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1,04

23 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1,04

34 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0,95

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0,95

7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0,92

24 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0,92

D 0,68 0,51 0,43 0,51 0,30 0,43 0,24 0,21 0,33 0,30 0,52 1,19 1,19 1,19

θθ

ββ
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ответам (списывание, использо-
вание запрещённых справочных
материалов, подкуп должност-
ных лиц и т.д.);
• случайное угадывание ответа;
• ошибки при вводе ответа;
• некорректность тестовых за-
даний;
• фрагментарность знаний ис-
пытуемого (модель предполага-
ет одинаковый уровень знаний
по всему кругу проверяемых те-
стом знаний) и др.

Влияние указанных факто-
ров приводит к нарушению за-
ложенных в модель теоретичес-
ких предположений. Вследст-
вие этого модель не может удов-
летворительно объяснить ис-
ходные данные, и результаты
педагогического измерения ста-
новятся непригодными для
практического использования.
По мнению Linacre J.M., ис-
правлять нужно не модель Ра-
ша, а исходные данные. Высоко-
точные косвенные измерения
латентных параметров по под-
вергшихся неизвестным иска-
жениям данным — это задача,
непосильная для любой матема-
тической модели. Поэтому це-
лесообразность устранения
(минимизации) искажений ис-
ходных данных тестирования
не подлежит сомнению.

С другой стороны, теория
математического моделирова-
ния в случае неудачи рекомен-
дует улучшение и уточнение
модели25. Отказ от некоторых
допущений и упрощений, вклю-

чение в модель ранее неучиты-
ваемых факторов, способны по-
высить адекватность модели,
сблизить расчётные и экспери-
ментальные данные. В свете
этого, предпринятые в IRT ша-
ги по улучшению модели Раша
путём введения дополнитель-
ных параметров не противоре-
чат общей теории и потенциаль-
но могут привести к положи-
тельным результатам. Так, на-
пример, кроме известных двух-
и трёхпараметрической моде-
лей существует также пятипа-
раметрическая модель тестиро-
вания26: 

(28)

где сi — вероятность того, что на
i-й испытуемый прибегнет к
угадыванию правильного отве-
та; сj — вероятность угадывания
правильного ответа на j-е зада-
ние; σi и σj — стандартные от-
клонения θi и βj.

Теоретический предел ко-
личества параметров моделей
определяется числом степеней
свободы, которое обычно равно
уменьшенному на единицу чис-
лу экспериментальных данных. 

На взгляд автора, между
двумя этими подходами, несмо-
тря на внешнюю противоречи-
вость, нет антагонизма. Ника-
кая модель не в состоянии кор-
ректно устранить все искаже-
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ния исходных данных. Поэтому
актуальность задачи получения
пригодных исходных данных
высока и не зависит от выбран-
ной математической модели.  

Теперь рассмотрим целесо-
образность улучшения модели
Раша. Усложнённая модель бо-
лее гибко адаптируется к исход-
ным данным, расчётные данные
становятся ближе к экспери-
ментальным. 

Однако не будем забывать о
косвенном характере измере-
ний, погрешность которого рав-
на квадратичной сумме произ-
ведений частных производных
и погрешностей измерения
каждой переменной27: 

, (29)

где Δy — погрешность измере-
ния величины у, рассчитывае-
мой по значениям переменных
величин x1, x2… xi … xn;

— частная производная функ-

ции y(x1, x2 … xi … xn) по пере-
менной xi; 
Δxi — погрешность измерения
переменной xi.

Это означает, что каждая
дополнительная переменная
вводит дополнительное слагае-
мое в уравнение погрешнос-
ти (28). Конечно, изменятся и

значения других слагаемых.
Поэтому усложнение модели
может привести как к уменьше-
нию, так и к увеличению по-
грешности измерений. Следова-
тельно, усложнение модели оп-
равдано только тогда, когда до-
полнительная переменная учи-
тывает статистически значи-
мый фактор. Такое изменение
позволяет существенно сбли-
зить расчётные и исходные дан-
ные, снизить погрешность изме-
рения. 

Напротив, усложнение ма-
тематической модели путём
введения малозначимого фак-
тора при несущественном
сближении модели и экспери-
ментальных данных может
привести к значительному
росту погрешности измерения.
Такие модели фактически бес-
полезны. Зачастую более про-
стая модель позволяет лучше
и надёжнее исследовать реаль-
ную систему, чем более слож-
ная (и, формально, «более пра-
вильная»).

Таким образом, из всех мо-
делей, обеспечивающих доста-
точную точность и надёжность
измерения, следует выбрать на-
иболее простую. Введение в мо-
дель дополнительных парамет-
ров оправдано только тогда,
когда адекватность простой мо-
дели неудовлетворительна.

Проведённый анализ осо-
бенностей Rasch Measurement
приводит к следующим выводам.
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1. Отличительная черта модели
Раша — математически доказан-
ная  независимость (инвариант-
ность) средств и субъектов из-
мерения (тестовых заданий и
испытуемых).
2. Существование достаточных
статистик — ещё одна отличи-
тельная черта модели Раша. Это
свойство проявляется только
при решении задачи педагоги-
ческого измерения методом
максимального правдоподобия.
Основным достоинством доста-
точных статистик полное соот-
ветствие уровней подготовлен-
ности первичным баллам испы-
туемых, а уровней трудности —
первичным баллам заданий.
Вследствие этого все правильно
решившие одинаковое количе-
ство тестовых заданий получат
одинаковую оценку подготов-
ленности, а испытуемый с боль-
шим первичным баллом может
быть уверен в более высокой
оценке подготовленности.
3. Модель Раша полностью сов-
падает с V частным случаем за-
кона Терстоуна при выполне-
нии следующих условий:
• независимость измеряемых
параметров — уровней подго-
товленности испытуемых и

уровней трудности тестовых за-
даний;
• равенство дисперсий  измеря-
емых параметров;
• распределение разности пара-
метров по нормальному закону
распределения.
4. V частному случаю закона
Терстоуна также соответствует
двухпараметрическая модель
при равных значениях различа-
ющей способности всех тесто-
вых  заданий. В этом случае гра-
фики заданий теста не пересека-
ются.
5. Необходимым  условием кор-
ректности педагогического из-
мерения служит устранение
(минимизация) искажений ис-
ходных данных, вызываемых не-
санкционированным доступом
испытуемых к правильным от-
ветам, случайным угадыванием
ответа, некорректностью тесто-
вых заданий, ошибками при вво-
де ответа и другими факторами.
6. Из всех моделей, обеспечива-
ющих достаточную точность и
надёжность измерения, следует
выбрать наиболее простую. Вы-
бор более сложной модели оп-
равдан только тогда, когда адек-
ватность простой модели не-
удовлетворительна.
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