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Рассмотрены задачи поиска параметров модели Г. Раша и задачи

поиска наилучшего значения параметра дифференцирующей

способности тестового задания для модели А. Бирнбаума. В качестве

наилучшего значения параметра дифференцирующей способности

тестового задания предлагается значение, обеспечивающее минимум

суммы квадратов отклонений, рассчитанных значений по модели

А. Бирнбаума от эмпирических данных, полученных по результатам

тестирования. Предлагаемый в работе подход к определению

характеристик тестовых заданий для модели А. Бирнбаума позволяет

получать тесты с более низкой дифференцированной ошибкой

измерения.
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Введение

Основными составляющими
информационного обеспечения
автоматизированной системы
контроля и мониторинга за ка-
чеством учебного процесса1 яв-
ляются база тестовых заданий
и база результатов тестирова-
ния испытуемых. Качествен-
ные и количественные характе-
ристики тестовых заданий не-
посредственным образом влия-
ют на объективную интерпре-
тацию2 результатов тестирова-
ния испытуемых. Количествен-
ные и качественные характери-
стики каждого тестового зада-
ния лучше определять опыт-
ным путем. 

Рассмотрим задачи полу-
чения количественных харак-
теристик тестовых заданий на
моделях IRT (Item Response
Theory). Модель Г. Раша3 опи-
сывает вероятность правиль-
ного решения тестового зада-
ния как функцию, зависящую
от уровня подготовленности
испытуемого и трудности тес-
тового задания. В модели
Бирнбаума4 появляется новый
параметр — дифференцирую-
щая способность тестового за-
дания.

Дифференцирующая спо-
собность тестового задания яв-
ляется индикатором условия,
определяющего корректировку
тестового задания или его ис-
ключение из теста. Подбор тес-
товых заданий сбалансирован-

ной дифференцирующей силы
позволяет добиться оптималь-
ной валидности и надёжности
теста. Погрешность измерения
дифференцирующей силы тес-
тового задания служит причи-
ной формирования некоррект-
ных тестов и, как следствие,
приводит к увеличению диф-
ференцированной ошибки из-
мерения для всего теста. 

Постановка задачи

Результаты тестирования ис-
пытуемых представлены би-
нарной матрицей ответов (эм-
пирических данных): 

,
где n — количество участников
тестирования; k — количество
заданий в тесте.

Интерпретация свойств за-
даний (теста) и выставление
тестовых баллов испытуемым
предполагают предварительное
решение ряда задач.

Задача поиска параметров
модели Г. Раша. Дано: 

.

Найти уровень подготов-
ленности испытуемых  
и трудность для каждого тесто-
вого задания                  , соответ-
ствующие дихотомической мо-
дели Г. Раша:

,
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где Pj — вероятность того, что i-й
испытуемый  выполнит пра-
вильно j-е задание (и, таким об-
разом, получит 1 балл за вы-
полнение этого задания).

Описанная выше задача
может быть решена методом
наибольшего правдоподобия,
позволяющим получить мо-
дель Г. Раша, наилучшим обра-
зом описывающую бинарную
матрицу ответов X. О несоот-
ветствии тестового задания мо-
дели Г. Раша можно судить по
значениям отклонений эмпи-
рических данных от характери-
стической кривой. С другой
стороны, А. Бирнбаум предло-
жил ввести в модель Г. Раша
параметр угла наклона харак-
теристической кривой, варьи-
руя значением которого можно
добиться наилучшего соответ-
ствия тестового задания моде-
ли измерения. Т.о. задача выбо-
ра наилучшего значения диф-
ференцирующей силы тестово-
го задания (угла наклона ха-
рактеристических кривых) яв-
ляется актуальной.

Задача поиска наилучшего
значения параметра диффе-
ренцирующей способности тес-
тового задания для модели
А. Бирнбаума. Дано: 

Найти для
каждого тестового задания зна-
чение угла наклона характери-
стической кривой (параметр
дифференцирующей силы за-

дания)                  обеспечиваю-
щего максимальное соответст-
вие эмпирических данных
двухпараметрической модели
А. Бирнбаума:

Математическое
описание

Рассмотрим решение задачи
поиска параметров модели
Г. Раша методом наибольшего
правдоподобия. Метод заклю-
чается в построении функции
правдоподобия5 L(xi,j ; θi, δj)
дискретной случайной величи-
ны xi,j.

где  

В качестве точечных оце-
нок латентных параметров
принимают значения θi

* и δi
*,

при которых L(xi,j;θi
*,δj

*) =
= maxL(xi,j;θi,δj). Следует от-
метить, что L(x i , j ;θ i ,δ j) и
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42 4 ’  2 0 1 2

{ }( ), , 0,1 , 1, , 1, ,i j i jX x x i n j k= ∈ = =

: 1, ,i i kθ = : 1, .i i kδ =

: 1, ,id i k=

{ }, 1 , ,j i j i j jP X dθ δ= =

( )( )
( )( )

exp
.

1

j i j

j i j

d

d

θ δ

θ δ

−
=

+ −

( ) { }, ,
1 1

; , ,
n k

i j i j j i j i j
i j

L x P xθ δ θ δ
= =

= =∏∏

( )

( )( )

-

-

,
1 1

1 1

exp

,

1 exp

n k

i j i j
i j

n k

i j
i j

x θ δ

θ δ

= =

= =

 
 
 =

+

∑∑

∏∏

{ }, ,j i j i jP x θ δ =

( ){ }
( )
-

-

,exp
,

1 exp

i j i j

i j

x θ δ

θ δ
=

+
Нейман Ю.М.,

Хлебников В.А.

Введение в теорию мо-

делирования и парамет-

ризации педагогических

тестов. М.: Прометей,

2000. 168 с.

55

PI_4_2012_ º.qxd  12.02.2013  16:07  Page 42



lnL(xi,j;θi,δj) достигают макси-
мума при одних и тех же значе-
ниях θi

* и δi
*.

Логарифмическая функция
правдоподобия в данном слу-
чае имеет вид:

где — первичные бал-

лы i-го испытуемого; — 

первичные баллы j-го задания.
Для нахождения максиму-

ма функции правдоподобия не-
обходимо решить следующую
систему уравнений:

Представленная выше сис-
тема уравнений называется си-
стемой правдоподобия и содер-
жит (n + k) уравнений с (n + k)
неизвестными латентными па-
раметрами: и     
Система правдоподобия имеет
единственное решение, соот-
ветствующее максимуму лога-
рифмической функции правдо-
подобия.

В табл. 1 приведен учебный
пример6 с результатами тести-
рования испытуемых, исполь-

зуемых для определения пара-
метров θi и δj модели Г. Раша
методом наибольшего правдо-
подобия.

Решение системы правдопо-
добия выполнено в системе
MathCAD с помощью функции
Find() (рис. 1). Полученные в ре-
зультате решения латентные па-
раметры                   и  
приведены в табл. 1.

На рис. 2-а приведены мо-
нотонно возрастающие графи-
ки заданий №2, 3, 8. Чем выше
логит подготовленности, тем
вероятнее получить правиль-
ный ответ. На рис. 2-б приведе-
ны монотонно убывающие гра-
фики испытуемых №1, 6, 12,
характеризующие вероятность

правильного
ответа на тес-
товое задание
с заданным ло-
гитом труднос-
ти. Например,
в е р о я т н о с т ь

pi,8 правильного ответа на за-
дание с логитом трудности
δ8 = 1,108, для i-го испытуе-
мого: pi,8 = 0,858, p6,8 = 0,249,
pi,8 = 0,0333.

Для проверки соответствия
эмпирических данных модели
Г. Раша испытуемые делятся на
группы (в данном случае, на три
группы: Z = 3) вдоль шкалы θ :
1 — сильная группа, 2 — средняя
группа испытуемых, 3 — слабая
группа испытуемых. Всего вну-
три группы с номером k окажут-
ся mz испытуемых, 

434 ’  2 0 1 2

Те о р и я
Теория

( ),
1

ln ; ,
n

i j i j i i
i

L x aθ δ θ
=

= −∑

( )-

1 1 1

ln 1 exp ,
k n k

j j i j
j i j

b δ θ δ
= = =

 − − + ∑ ∑∑

,
1

k

i i j
j

a x
=

= ∑

,
1

n

j i j
i

b x
=

= ∑

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

-

-

-

-

1

1

ln , exp
0, 1,

1 exp
.

ln , exp
0, 1,

1 exp

k
i j i j

i
j i j

n
i j i j

j
ij i j

L
a i n

L
b j k

θ δ θ δ

θ θ δ

θ δ θ δ

δ θ δ

=

=

∂
 = − = =

∂ +


∂
= − + = = ∂ +

∑

∑

: 1,i i nθ = : 1, .j j kδ =

: 1,i i nθ = : 1, .j j kδ =

Аванесов В.С.

Метрическая система

Георга Раша //Педагоги-

ческие измерения. №2.

2010. С. 57–80.

66

1, .z Z=

PI_4_2012_ º.qxd  12.02.2013  16:07  Page 43



измерения
ПЕД

44 4 ’  2 0 1 2

В пределах каждой группы
rz испытуемых отвечают пра-
вильно на j-е задание теста. Та-
ким образом, для логита подго-
товленности θz группы с номе-
ром z эмпирическое значение
вероятности pz,j правильного
ответа на данное задание пред-
ставлено в табл. 2:

Критерий соответствия эм-
пирических данных модели
Г. Раша определим как сумму
квадратов отклонений рассчи-
танных значений модели от эм-
пирических данных pz,j:

Рассмотрим решение за-
дачи поиска наилучшего значе-
ния параметра дифференци-
рующей способности задания
модели А. Бирнбаума. В двух-
параметрической модели
А. Бирнбаума характеристи-
кой тестового задания j явля-
ется не только логит труднос-
ти δj, но и дифференцирую-
щая способность δj. Диффе-
ренцирующая способность оп-
ределяет как тангенс угла на-
клона касательной, проведён-
ной к графику тестового зада-
ния в точке θ = δj. Чем выше
значение δj, тем лучше задание
подходит для теста. На прак-
тике рекомендуется, как пра-
вило, оставлять задания со
значениями                             

i x
1,1

x
1,2

x
1,3

x
1,4

x
1,5

x
1,6

x
1,7

x
1,8

x
1,9

x
1,10

a
i

Группа

1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 9 2,908 1

2 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 8 1,931

3 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 7 1,223

4 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 6 0,604 2

5 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 6 0,604

6 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 5 0,004

7 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 5 0,004

8 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 5 0,004

9 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 4 –0.632 3

10 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 4 –0.632

11 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 3 –1.366

12 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 –2.282

13 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 –3.530

b
i

12 11 9 7 6 6 5 4 3 1

–3,615 –2,539 –1,220 –0,262 0,18 0,18 0,629 1,108 1,653 2,326

Таблица 1

Учебный пример таблицы результатов тестирования
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Рис. 1. Реализация метода наибольшего правдоподобия в MathCAD
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Рис. 2. Графики тестовых заданий и испытуемых

При δj = 1 логическая мо-
дель А. Бирнбаума совпадает с

логической однопараметричес-
кой моделью Г. Раша.
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Дифференцирующая спо-
собность тестового задания мо-
жет быть рассчитана на основе
бисериального коэффициента
корреляции в предположении,
что значения латентной пере-
менной, лежащей в основе вы-
полнения заданий, распределе-
ны нормально.

Предлагаемая в работе
Lord F.M. формула для оценки
параметра дифференцирую-
щей способности j-го зада-
ния теста имеет вид7:

где       – бисериальный коэффи-
циент корреляции j-го задания.

В табл. 3 приведены зна-
чения бисериальных коэф-
фициентов и дифференци-
рующих способностей тесто-
вых заданий учебного при-
мера таблицы результатов тес-
тирования.

Результаты
моделирования

Критерий соответствия эмпи-
рических данных модели
А. Бирнбаума определим как
сумму квадратов отклонений
рассчитанных значений моде-
ли от эмпирических значений
pz,j, полученных по результатам
тестирования:

Найдем оптимальные зна-
чения                       при которых
функция Sj(dj

*) достигает ми-
нимального значения:

Полученные значения диф-
ференцирующей способности

измерения
ПЕД
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Таблица 2

Вероятность правильного ответа испытуемых z-й группы

z p
z,j

p
z,2

p
z,3

p
z,4

p
z,5

p
z,6

p
z,7

p
z,8

p
z,9

p
z,10

1 1 1 0,667 0,667 0,667 1 1 0,667 1 0,333 2,021

2 1 1 0,8 1 0,6 0,4 0,4 0,2 0 0 0.244

3 0,8 0,6 0,6 0 0,2 0,2 0 0,2 0 0,2 –1,682

S
1
×10–3 5,851 13,919 133,145 237,361 49,925 36,499 47,781 31,713 207,040 53,751

Lord F.M.,

Novick M.R.

Statistical Theories of

Mental Test Scores.

Reading, MA: Addison-

Wesley Publishing

Company, 1968.
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Таблица 3

Дифференцирующая способность тестового задания

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,132 0,488 0,305 0,495 0,495 0,707 0,652 0,534 0,752 0,293

d
j

0,133 0,559 0,321 0,569 0,569 0,998 0,859 0,632 1,142 0,306
jbisr

zθ
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dj
* будут являться наилучшими

с точки зрения соответствия
эмпирически данным.

На рис. 3 приведены харак-
теристические кривые для тес-
товых заданий, построенные по
модели А. Бирнбаума с параме-
трами dj = 1 (соответствует мо-
дели Г. Раша), dj � (рассчитан на
основе бисериального коэффи-
циента корреляции), dj

* (полу-
чен в результате минимизации
функции Sj(dj

*)). Поиск значе-
ний dj

* осуществлялся в
MathCAD с помощью встроен-
ной функции Minimize().

Количественные результа-
ты моделирования, приведён-
ные в табл. 4, показывают, что
для тестовых заданий №1, 2,
4, 7, 9, 10 значения Sj

* и  Sj �

имеют существенные разли-
чия.

Обсуждение
результатов

Для сравнительного анализа
результатов, представленных в
табл. 4, воспользуемся поняти-
ем информационной функ-
ции8, которая позволяет оце-
нить меру точности измерения
каждым отдельным заданием
или тестом в целом.

Для тестовых заданий ин-
формационная функция модели
А. Бирнбаума описывается как: 

Информационная функция
всего теста вычисляется как
сумма информационных функ-
ций тестовых заданий: 

474 ’  2 0 1 2

Те о р и я
Теория

 j d
j

S
j

d
j
* S

j
*  d

j  
� S

j  
�

1 1 5,851×10–3 0,807 2,619×10–3 0,133 298,325×10–3

2 1 13,919×10–3 0,903 12,995×10–3 0,559 35,874×10–3

3 1 133,145×10–3 0,328 58,056×10–3 0,321 58,078×10–3

4 1 237,361×10–3 7,853 111,000×10–3 0,569 292,838×10–3

5 1 49,925×10–3 0,553 16,910×10–3 0,569 16,980×10–3

6 1 36,499×10–3 1,157 34,552×10–3 0,998 36,541×10–3

7 1 47,781×10–3 1,888 10,157×10–3 0,859 68,826×10–3

8 1 31,713×10–3 0,787 28,569×10–3 0,632 31,379×10–3

9 1 207,040×10–3 15,000 0,020×10–3 1,142 185,386×10–3

10 1 53,751×10–3 2,287 40,031×10–3 0,306 140,798×10–3

Таблица 4

Значения параметра 

дифференцирующей способности тестового задания dj, dj*,dj �

и критерия оптимальности Sj, Sj*, Sj �

( ), ,j j jI d θ δ =

( ) ( )2 , , , , .j j j j jd P d Q dθ δ θ δ=

( ) ( ), ,
k

j j j
j

I I dθ θ δ= =∑

( ) ( )2

1

, , , , .
k

j j j j j
j

d P d Q dθ δ θ δ
=

= ∑ Lord F.M.,

Novick M.R.

Statistical Theories of

Mental Test Scores.

Reading, MA: Addison-

Wesley Publishing

Company, 1968.
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измерения
ПЕД

48 4 ’  2 0 1 2

Рис. 3. Графики для заданий с параметрами dj, dj 2, dj*
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Те о р и я
ТеорияДифференцированная ошиб-

ка измерения для теста описыва-
ется следующей функцией: 

По значениям дифферен-
цированной ошибки измерения
можно судить об эффективнос-
ти компоновки теста по раз-
личным значениям параметра
дифференцирующей способно-
сти тестового задания.

Графики стандартной
ошибки измерения SEM*(θ) и
SEM �(θ) по тесту с различными
значениями дифференцирую-
щей способности dj

* и dj � для

одних и тех же тестовых зада-
ний (с №1 по №10), приведён-
ные на рис. 4, подтверждают,
что при использовании параме-
тра dj

* стандартная ошибка из-
мерения меньше.

По результатам, представ-
ленным в табл. 4, для модели
А. Бирнбаума с параметром
dj

* из теста должны быть уда-
лены задания №3, 4, 9,  т.к.   

а судя по зна-
чениям dj � — из теста должны
быть удалены задания №3, 1,
10. Таким образом, тест, ском-
понованный по параметру dj

*,
должен содержать задания №1,
2, 5–8, 10, а тест, скомпонован-

( )
( )
1

.SEM
I

θ
θ

=

[ ]3 4 5, , 0.5;2.5 ,d d d ∉

Рис. 5. Графики стандартной ошибки измерения SEM*(θ) и SEM �(θ)
для тестов после компоновки

Рис. 4. Графики стандартной ошибки измерения  SEM*(θ) и SEM �(θ)
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ный по параметру dj � — задания
№2, 4–9.

Графики стандартной
ошибки измерения SEM*(θ) и
SEM �(θ) по тестам, после ре-
дуцирования множества тес-
товых заданий, приведённые
на рис. 5, также подтвержда-
ют, что при использовании
параметра dj

* точность изме-
рений увеличивается. Кроме
того, график SEM*(θ) свиде-
тельствует о том, что тест,
скомпонованный по парамет-
ру dj

*, обеспечивает практиче-
ски равную точность оценок

испытуемых в заданном ин-
тервале оценок на шкале ло-
гитов.

Заключение

Предлагаемый в работе под-
ход к решению задачи поиска
наилучшего значения параме-
тра дифференцирующей спо-
собности тестовых заданий
является допустимым и поз-
воляет добиться снижения
стандартной ошибки измере-
ния для всего теста в целом.

измерения
ПЕД
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