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Item Response Theory (IRT)1, а также модели с фиксированными проме-

жуточными категориями. Показано, что трёхпараметрическая модель 

не способна компенсировать влияние угадывания на результат педагоги-

ческого измерения. Рассмотрены особенности интерпретация результа-

тов тестирования.
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Привычные всем оценки появились относительно недавно — 
в средние века. Оценочная балльная система возникла в немецких 
схоластических школах средневековья как уступка передовому обще-
ственному мнению, выступающему против телесных наказаний2. С тех 
пор оценочная деятельность педагога на удивление мало изменилась. 
Как и в средние века, оценка зачастую определяется субъективным 
мнением преподавателя, поскольку отсутствуют чёткие, однозначно 
опредёленные границы, разделяющие, например, «хорошо» и «удов-
летворительно».

Уровень трудности, количество и последовательность заданий 
определяются преподавателем интуитивно. Положение усугубляет 
недостаток методического обеспечения оценочной деятельности. Раз-
делы учебников по педагогике, посвящённые контролю знаний, непро-
порционально малы и не дают ответа на многие практически значимые 
вопросы. Например, в известном учебнике по педагогике3 диагностике 
обученности и контролю успеваемости уделено всего 28 из 832 стра-
ниц (примерно 3,4%).

Однако ситуация меняется к лучшему благодаря тестовым техно-
логиям. Растущая популярность тестов объясняется следующими фак-
торами:

— повышенная точность и обоснованность тестовой оценки;
— снижение затрат учебного времени, особенно в случае компью-

терного тестирования;
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— исключение влияния субъ-
ективного мнения преподавателя;

— сопоставимость результа-
тов освоения учебного материала 
(т.е. корректность сравнения дан-
ных успеваемости по годам, учеб-
ным группам и т.д.);

— снижение психологической 
нагрузки на преподавателей и об-
учаемых (особенно по сравнению 
с устной проверкой знаний);

— удобство самоконтроля.

Основные теории

педагогических измерений

Повышенная точность и обо-
снованность тестовой оценки 
обусловлены тем, что в отличие 
от других форм контроля знаний 
тесты имеют научно обоснован-
ную базу. Наиболее распростра-
нены две основные теории: стати-
стическая (классическая) теория 

и Item Response Theory (IRT) — 
математическая теория измере-
ний (МТИ).

Контроль знаний в рамках 
классической теории можно 
сравнить с определением площа-
ди некоторой фигуры по методу 
Монте-Карло1. Для применения 
этого метода фигуру вписывают 
в другую, известной площади (на-
пример, в квадрат), и случайным 
образом «бросают» точки, подсчи-
тывая число попаданий в фигуру. 
При достаточно большом числе 
испытаний отношение числа то-
чек, попавших внутрь фигуры, 
к общему числу точек, стремится 
к отношению их площадей. Тогда 
квадрат — это область, в которой 
проверяются знания; фигура не-
известной формы и площади — 
структура и глубина знаний те-
стируемого, а точки — тестовые 
задания.

1

Гмурман В.Е. Руководство 
к решению задач  по тео-

рии вероятностей и мате-
матической статистике: 
Учеб. пособие для студ. 

втузов. 3-е изд., перераб. 
и доп. М.: Высш. школа, 

1979. 400 с.

Рис.1. Определение площади фигуры по методу Монте-Карло

Классическая теория имеет 
неустранимый изъян: результат 
педагогического измерения зави-
сит от трудности заданий. По лю-
бому учебному материалу можно 

составить задания разного уров-
ня трудности. Если одному и то-
му же обучаемому предложить 
выполнить два теста: один — с на-
бором простых заданий, второй — 
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с набором более трудных заданий, 
то при использовании класси-   
ческой теории результат будет 
разным.

Item Response Theory (IRT) 
использует другой подход к изме-
рению подготовленности обучае-
мых. Для облегчения понимания 
основной идеи IRT, можно срав-
нить тестирование с прыжками 
в высоту. Если планка требований 
низка, то результат почти всегда 
удачный; некоторая «средняя» 
высота преодолевается с перемен-
ным успехом, а попытки осилить 
более высокие уровни, как прави-
ло, неудачны.

Способность перешагнуть ска-
мейку не означает готовности 
к высоким спортивным достиже-
ниям. Точно так же способность 
решать самые простые задачи 
не может служить подтверждени-
ем полного и глубокого усвоения 
учебного материала. Особенно-
стью IRT является относительная 
независимость результата педаго-
гического измерения от конкрет-
ного подбора заданий. Результа-
ты выполнения тестов с разными 
по трудности заданиями одним 
и тем же студентом должны ока-
заться достаточно близкими.

Применение IRT

для измерения знаний

В Item Response Theory принято, 
что уровень подготовленности 
обучаемого на момент выполне-
ния теста — величина постоян-
ная. Другими словами: уровень 
подготовленности обучаемого не 
должен, в принципе, и зависеть 
от того, какие именно задания 
включены в тест.

IRT позволяет найти некий 
средний уровень подготовленно-
сти студента, соответствующий 
результатам выполнения теста. 
Если целью педагогического 
измерения является изучение 
структуры знаний студентов, то 
можно провести отдельное тести-
рование по каждой учебной теме, 
считая в пределах темы уровень 
подготовленности студента по-
стоянным.

Таким образом, цель педагоги-
ческого измерения — это опреде-
ление точки на шкале уровня под-
готовленности, соответствующей 
конкретному испытуемому. В IRT 
предполагается, что трудность 
тестовых заданий может быть 
объективно оценена. Используя 
специальный математический ап-
парат, можно совместить шкалы 
уровня подготовленности испы-
туемых и уровня трудности тесто-
вых заданий, и измерять эти пока-
затели по единой шкале.

На рис. 2 схематично изобра-
жена единая шкала измерения 
уровня подготовленности обуча-
емого и уровня трудности тесто-
вых заданий. В порядке увеличе-
ния отмечены уровни трудности 
тестовых заданий β1, β2, β3 и β4. 
Пусть уровень подготовленности 
испытуемого равен θ (см. рис. 2). 
Тогда 1, 2 и 3 задание окажутся 
для тестируемого лёгкими, так 
как уровень подготовленности 
больше уровней трудности этих 
заданий. Можно ожидать, что эти 
задания будут успешно решены. 
Напротив, сложность четвёртого 
задания превышает уровень под-
готовленности испытуемого. Ве-
роятно, испытуемый не сможет 
справиться с этим заданием. Мы 
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ожидаем, что он преуспеет на лёг-
ких заданиях и потерпит неудачу 

на заданиях, которые слишком 
сложны.

 θ 

β1 β2 β3 β4 

Рис. 2. Единая шкала измерения уровня подготовленности
обучаемого и уровня трудности тестовых заданий

Такой подход позволяет выя-
вить зависимость результатов те-
стирования от набора предложен-
ных тестовых заданий. В извест-
ной работе Б.Д. Райта и М.Х. Сто-
уна1 приведены удачные примеры, 
иллюстрирующие эту зависимость 
(рис. 3 и 4). На рис. 3 смоделирова-
на ситуация, при которой студент 
с уровнем подготовленности θ вы-
полняет пять разных тестов (каж-
дый тест содержит 8 заданий)2:

• первый тест содержит очень 
лёгкие для этого студента зада-
ния, поэтому ожидаемый резуль-
тат — правильные ответы на все 
8 заданий;

• второй тест чересчур труден 
(уровни трудности всех заданий 
превосходят уровень подготов-
ленности данного студента), пра-
вильных ответов, скорее всего, 
не будет;

• третий тест менее труден, 
решить первое тестовое задание 
студенту вполне по силам;

• четвёртый и пятый тесты 
легче, причём средняя сложность 
этих тестов одинакова (показана 
на рис. 3 пунктирной линией). 
Однако различается распределе-
ние тестовых заданий по уровню 
трудности. Вследствие этого раз-

личается ожидаемый результат 
тестирования — 7 правильных от-
ветов для четвёртого теста и толь-
ко 5 правильных ответов для пя-
того теста.

Получается, что в зависимости 
от трудности заданий один и тот 
же студент может набрать от 0 до 
8 правильных ответов (доля пра-
вильных ответов от 0 до 100%). 
Хотя подготовленность испыту-
емого не меняется, при выполне-
нии пяти разных тестов получено 
пять разных результатов. Очевид-
но, число правильных ответов за-
висит от меры трудности заданий 
теста.

При этом оцениваемый по 
единой шкале уровень подготов-
ленности студента одинаков и ни-
как не зависит от набора тестовых 
заданий:

• для третьего теста уровень 
подготовленности студента θ для 
четвёртого теста — между уровня-
ми трудности заданий bдля пято-
го теста — между уровнями труд-
ности β1 и β2;

• для четвёртого теста — меж-
ду уровнями трудности зада-
ний β7 и β8;

• для пятого теста — между 
уровнями трудности β5 и β6.

2

В реальности редко бы-
вает так, чтобы 8 заданий 
образовали тест. Для ка-
чественного педагогиче-
ского измерения обычно 
требуется порядка трид-
цати заданий возрастаю-
щей трудности с общим 

временем выполнения 
около 30–40 мин.

1

Wright B.D., Stone M.H. 
Best Test Design. Chicago: 

MESA PRESS. 1979.
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К сожалению, первый и вто-
рой тест малопригодны для изме-
рения уровня подготовленности 
данного студента:

• все задания первого теста ре-
шены правильно, следовательно, 
уровень подготовленности сту-
дента больше трудности самого 
сложного задания q;

• все задания второго теста 
решены неверно, значит, уро-
вень подготовленности студента 
меньше трудности самого лёгкого 
задания θ < β1. Т.е. уровень под-

готовленности на единой шкале 
расположен где-то правее β8 (где 
именно — неизвестно);

• все задания второго теста 
решены неверно, значит, уро-
вень подготовленности студента 
меньше трудности самого лёгкого 
задания θ < β1 (θ находится ле-
вее β1).

В этих двух случаях точное 
значение уровня подготовлен-
ности определить невозможно. 
Всё, что мы можем сделать в та-
ких ситуациях, — это заметить, 

β1 

θ 

  β7   β8 

β1 β8 
θ 

Ожидаемый 
результат – 8 

Тест 1 

θ 
  β1 

Тест 2 

Ожидаемый 
результат – 0 

  β8 

Тест 3 

θ 

Ожидаемый 
результат – 1 

  β8 

Тест 4 

Ожидаемый 
результат –7 

Тест 5 

θ 

Ожидаемый 
результат – 5 

       β1              β2                 β3                 β4 

 β1      β2 

Рис. 3. Зависимость результатов тестирования от набора
предложенных тестовых заданий
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что студент, все ответы которо-
го правильны (неправильны), 
имеет уровень подготовки су-
щественно выше (ниже) уровня 
трудности теста. Если мы желаем 
оценить меру подготовленности 
такого испытуемого, то мы долж-
ны будем создать тест, соответст-
вующий его уровню подготовлен-
ности.

Ещё одно важное замечание: 
если тест чрезвычайно лёгок, то 
высокий процент правильных 
ответов может быть достигнут 
при посредственных способно-
стях.

На рис. 4 приведён пример, 
показывающий как разные тесты 
помогают различать уровни под-
готовленности двух обучаемых θA 
и θB. Оба студента проверяются 
пятью разными тестами, в каждом 
из которых по 8 заданий. Уровни 
подготовленности и, следователь-
но, расстояние между испытуе-
мыми по единой шкале остаются 
неизменными.

Тем не менее ожидаемое раз-
личие результатов тестирования 
изменяется широко:

• Тест 1 составлен так, что 
уровни трудности всех заданий 
падают в интервал между уров-
нями подготовленности студента 
А и студента В. Можно предпо-
ложить, что студент А не решит 
ни одно из заданий, а студент 
В решит все восемь заданий пра-
вильно. Ожидаемое различие ре-
зультатов: 8 – 0 = 8;

• Тест 2 включает задания, 
уровни трудности которых зна-
чительно ниже подготовленности 
обоих студентов. Мы ожидаем, 
что оба студента справятся со все-
ми заданиями, потому что этот 

тест слишком лёгок для обоих. 
Ожидаемое различие результатов: 
8 – 8 = 0;

• Тест 3 составлен из очень 
трудных заданий. Вероятно, оба 
студента получат 0, потому что 
этот тест слишком труден для них. 
Ожидаемое различие: 0 – 0 = 0;

• Тест 4 охватывает большую 
часть шкалы, но его задания столь 
разрежены, что уровни подготов-
ленности обоих студентов попа-
дают в промежуток между четвёр-
тым и пятым заданием. Ожидае-
мое различие результатов: 4 – 4 = 
= 0;

• Тест 5 содержит два задания, 
которые разделяют уровни подго-
товленности студентов. Поэтому 
ожидаемое различие: 6 – 4 = 2.

Первый тест свидетельствует, 
что разница в уровнях подготов-
ленности студентов существует, 
но не даёт возможности оценить 
величину этой разницы, так как 
точное значение уровней подго-
товленности определить невоз-
можно. Непригодны для оценки 
различия подготовленности вто-
рой и третий тесты, поскольку 
также не могут измерить подго-
товленность каждого из студен-
тов в отдельности. Четвёртый тест 
из-за неудачного распределения 
сложностей заданий даёт лишь 
грубую оценку подготовленно-
сти студентов — интервал между 
уровнями трудности четвёртого 
и пятого задания. Следствием не-
достаточной точности измерений 
является неразличимость уров-
ней подготовленности студентов. 
И только пятый позволяет объ-
ективно оценить различие уров-
ней подготовленности обучаемых 
θA и θB.
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Анализ примеров из класси-
ческой книги1 доказывает, что пе-
дагогические измерения для кор-
ректного определения подготов-
ленности испытуемого должны 
оперировать не только количе-
ством правильных ответов, но 
и параметрами тестовых заданий. 
Для этого требуется специализи-
рованный математический аппа-
рат, основу которого составляет 
математическая модель2. Необхо-
димо отметить ещё одну особен-

ность IRT — вероятностный ха-
рактер применяемых моделей. 
При рассмотрении двух послед-
них примеров не случайно исполь-
зовались слова «ожидаемый», «ве-
роятно», «можно предположить» 
и т.п. Сильный студент может до-
пустить случайную ошибку и дать 
неверный ответ на простое зада-
ние. А слабый студент — запи-
сать правильный ответ без знания 
предмета (угадать, списать). Поэ-
тому жёстко определённая, детер-

Ожидаемое  
различие: 6 – 4 = 2 

β7     β8 β5            β6 

Ожидаемое  
различие: 4 – 4 = 0 

β5 β4 

Ожидаемое  
различие: 0 – 0 = 0 

Ожидаемое  
различие: 8 – 8 = 0 

Ожидаемое  
различие: 8 – 0 = 8 

β1 

β1 

β8 

θВ 

Ожидаемый 
результат – 8 

Тест 1

Тест 2 

θВ 

Ожидаемый 
результат – 8 

β1 β8 

Тест 3

θВ 

Ожидаемый 
результат – 0 

β8 

Тест 4

θВ 

Ожидаемый 
результат – 4 

Тест 5 

θВ 

Ожидаемый 
результат – 6 

  β1   β2    β3    β4 

θА 

θA 

Ожидаемый 
результат – 0 

θА 

Ожидаемый 
результат – 8 

θА 

Ожидаемый 
результат – 0 

Ожидаемый 
результат – 4 

β1 β8 

θА 

Ожидаемый 
результат – 4 

2

Математическая мо-
дель —  приближённое 
описание какого-либо 
класса явлений внешнего 
мира, выраженное с по-
мощью математической 
символики. Мощный 
метод познания внешнего 
мира, позволяет проник-
нуть в сущность изучае-
мых явлений (Большая 
советская энциклопедия, 
электронная версия. М.: 
Большая Российская эн-
циклопедия, 2002).

1

Wright B.D., Stone M.H. 
Best Test Design. Chicago: 
MESA PRESS. 1979.

Рис. 4. Зависимость различия результатов тестирования двух
студентов от набора предложенных тестовых заданий
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минированная модель малопри-
годна. Модель должна описывать 
вероятность правильного ответа, 
причём вероятность правильного 
ответа сильного студента должна 
быть выше.
Модель Г. Раша

Умственная деятельность чело-
века не изучена с такой полнотой, 
как, например, явления физики 
или механики. По этой причине 
нельзя составить модель из го-
товых формул, подобных закону 
Ома или Ньютона. Следователь-
но, модель педагогического из-
мерения представляет собой эм-
пирическую зависимость. Разра-
ботчики эмпирических моделей 
сталкиваются с двумя важными 
проблемами:

• отбор параметров, оказы-
вающих наибольшее влияние на 
рассматриваемый процесс;

• выбор математической фор-
мы, адекватно описывающей осо-
бенности процесса.

Георг Раш счёл возможным 
ограничить модель одним единст-
венным параметром — разностью 
между уровнем подготовленности 
тестируемого θ и уровнем труд-

ности задания β 1. Поэтому его 
модель называют однопараметри-
ческой, хотя она оперирует двумя 
переменными.

Для выбора математической 
формы модели целесообразно ис-
следовать характер взаимосвязи 
между параметром модели и веро-
ятностью правильного ответа.

Рассмотрим случай, когда па-
раметр положителен (уровень 
подготовленности тестируемого 
больше уровня трудности зада-
ния). Логично предположить, что 
в этом случае вероятность пра-
вильного ответа Р больше веро-
ятности ошибки, т.е. Р > 0,5. Чем 
больше разность между уровнем 
подготовленности и уровнем 
трудности задания, тем легче ис-
пытуемому решить задание. Зна-
чит, с увеличением параметра 
вероятность правильного ответа 
должна возрастать. Поскольку ве-
роятность не может быть больше 
единицы, вероятность правиль-
ного ответа будет неограниченно 
приближаться к ней (асимптоти-
чески стремиться к единице). Гра-
фически зависимость представле-
на на рис. 5.

1

Rasch G. Probabilistic 
models for some intel-

ligence and attainment 
tests. Copenhagen,  Den-

mark:  Danish  Institute 
for Educational Research, 

1960.
Рис. 5. Зависимость вероятности правильного ответа от разности 

уровней подготовленности испытуемого и трудности задания при θ > β
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Аналогичный ход рассужде-
ний приводит к выводу: если уро-
вень подготовленности меньше 
уровня трудности задания, то ве-
роятность правильного ответа Р < 
0,5; и с увеличением модуля раз-
ности Р уменьшается, стремясь 
к нулю. В случае равенства уров-
ня подготовленности и уровня 
трудности задания вероятность 
правильного ответа Р = 0,5. Ха-
рактер взаимосвязи между пара-
метром модели и вероятностью 
правильного ответа приведён 
на рис. 6.

Далее нужно подобрать вид 
математической функции, гра-

фик которой соответствует 
рис. 6. Любая математическая 
функция, график которой подо-
бен кривой рис. 6, может стать ос-
новой модели измерения. Г. Раш 
выбрал для математической мо-
дели логистическую функцию:

( )
1

x

x

ef x
e

=
+

,            (1)

где е ≈ 2,72 — основание натураль-
ного логарифма.

Соответственно, модель Раша 
записывается в виде:

1
eP

e

θ β

θ β

−

−=
+

.             (2)

Рис. 6. Характер взаимосвязи между параметром модели Раша
и вероятностью правильного ответа

Модель Раша также можно 
записать в алгебраически эквива-
лентной форме:

( )

1
1

P
e θ β− −=

+
.             (3)

Следует отметить, что логи-
стическая функция — не единст-
венный возможный выбор. Из-
вестны модели педагогических 
измерений, основанные на других 
функциях: на функции вероятно-

сти для нормального распреде-
ления1 (с коэффициентом 1,7 эта 
зависимость практически совпа-
дает с логистической функцией), 
на гиперболическом косинусе2. 
Теоретически возможны и дру-
гие варианты. Выбор математи-
ческой формы модели измерения 
содержит элемент субъективизма. 
Во всяком случае, нет оснований 
утверждать, что логистическая 

2

Andrich D., Luo G. A hy-
perbolic cosine latent trait 
model for unfolding di-
chotomous single-stimulus 
responses // Applied Psy-
chological Measurement, 
1993, № 17. Р. 253–276.

1

Lord F.M. A theory of test 
scores // Psychometric So-
ciety, Psychometric Mono-
graph, 1952, № 7.
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(или какая-либо другая) функция 
является единственно возможной 
или наилучшей.

Как известно, практика — кри-
терий истины. Опыт подтвердил 
пригодность модели Раша для пе-
дагогических измерений. Эта мо-
дель с успехом используется уже 
несколько десятков лет.

Двухпараметрическая
модель

Неоднократно предпринимались 
попытки улучшить модель Раша 
путём введения дополнительных 
параметров. Например, наклон 
кривой в центральной части гра-
фика для модели Раша постоянен. 
Подтверждается ли это опытными 
данными?

В работе Ф. Бейкера1 изло-
жен способ проверки уровня 
крутизны графика задания в цен-
тральной его части. Для этого 
надо:

• оценить уровень подготов-
ленности группы испытуемых 
(как минимум, несколько десят-
ков человек);

• разделить испытуемых на 
подгруппы так, чтобы в пределах 
одной подгруппы уровень подго-
товленности был примерно оди-
наков;

• предложить всем испыту-
емым выполнить одно тестовое 
задание;

• для каждой подгруппы рас-
считать процент правильных от-
ветов и нанести полученные точ-
ки на график задания теста (каж-

дой подгруппе соответствует одна 
точка).

Примерный вид данных та-
кой проверки приведён на рис. 7. 
Результаты свидетельствуют, 
что наклон кривой в централь-
ной части графика модели Раша 
не всегда соответствует данным, 
полученным опытным путём. По-
высить степень близости модели 
и экспериментальных данных 
можно за счёт введения коэффи-
циента, регулирующего наклон 
кривой. Такая двухпараметриче-
ская модель предложена А. Бирн-
баумом2:

( )

( )1
eP

e

α θ β

α θ β

−

−=
+

,            (4)

где а — второй параметр модели, 
называемый различающей спо-
собностью тестового задания.

При а = 1 двухпараметриче-
ская модель полностью совпадает 
с моделью Раша.

Чем больше значение различа-
ющей способности а, тем ближе 
к вертикали центральная часть 
графика. Так, на рис. 7 сплошная 
линия соответствует а = 1 (мо-
дели Раша), а пунктирная линия 
представляет а = 1,8. По сравне-
нию с моделью Раша двухпараме-
трическая модель является более 
гибкой (настраиваемой), что обес-
печивает более высокое качество 
описания данных тестирования. 
Именно двухпараметрическая мо-
дель рассматривается в качест-
ве основной модели измерения 
в классическом пособии по IRT 
Ф. Бейкера3.

1

Baker, F.B. The Basics of 
Item Response Theory. 
2 ed. Hieneman, Ports-

mouth, New Hempshire, 
2001. 172 р.

2

Birnbaum A. Some Latent 
Trait Models and Their 

Use in Inferring an Exam-
inee’s Ability / In: F.M. 
Lord and M.R. Novick. 
Statistical Theories of 

Mental Test Scores. Read-
ing, Mass: Addison-Wesly, 

1968. 568 p.

3

Baker, F.B. The Basics of 
Item Response Theory. 
2 ed. Hieneman, Ports-

mouth, New Hempshire, 
2001. 172 р.
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Анализируя графики на рис. 7, 
нетрудно заметить, что вероят-
ность правильного ответа Р = 0,5 
для обеих моделей соответству-
ет нулевой разнице между уров-
нем подготовленности и уров-
нем трудности задания. Поэтому 
за уровень подготовленности те-
стируемого принимается тот уро-
вень трудности заданий, который 
преодолевается этим тестируе-
мым с вероятностью 0,5.

Трёхпараметрическая
модель

Широкое использование форм 
тестовых заданий, допускающих 
случайное угадывание правиль-
ного ответа, привело к идее учёта 
влияния угадывания.

Особенно высока вероятность 
случайного угадывания для зада-
ния с выбором одного правильно-
го ответа. Например:

СТОЛИЦА БУРЯТИИ
1) Кызыл
2) Улан-Батор

3) Улан-Удэ
4) Усть-Орда
Для задания с выбором одного 

правильного ответа вероятность 
случайного угадывания обратно 
пропорциональна числу предло-
женных вариантов. При выбо-
ре одного из четырёх вариантов 
ответа вероятность угадывания 
равна 1/4 или 0,25. Отвечая слу-
чайным образом на тест, состав-
ленный из таких заданий, можно 
набрать примерно четверть пра-
вильных ответов. Очевидно, что 
в этом случае вероятность пра-
вильного ответа меняется не от 
нуля до единицы, а от 0,25 до еди-
ницы:

• 0,25 — вероятность случай-
ного угадывания правильного от-
вета;

• в зависимости от параметров 
задания и уровня подготовленно-
сти, испытуемый может добавить 
к вероятности правильного ответа 
от нуля до 0,75.

Иллюстрация изложенного 
приведена на рис. 8.

Рис. 7. Сравнение графика модели Раша (сплошная линия)
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Параметр коррекции на угады-
вание правильного ответа обозна-
чается символом с. При с = 0 гра-
фик трёхпараметрической модели 
совпадает с графиком двухпара-
метрической модели. При увели-
чении с график сжимается так, что 
его нижняя граница поднимается 
до уровня Р = с (пунктирная ли-
ния на рис. 8). При этом смещает-
ся точка, соответствующая нуле-
вой разнице между уровнем под-
готовленности и уровнем трудно-
сти задания (точка пересечения 
с вертикальной осью). Поскольку 
точка делит высоту графика попо-
лам, то вероятность правильного 
ответа в этой точке равна:

0
1 1

2 2
c cP c − += + = .            (5)

В точке Р0 уровень подготов-
ленности равен уровню трудно-
сти задания. Поэтому за уровень 
подготовленности испытуемого 
принимается уровень трудности 
заданий, который преодолевается 

этим испытуемым с вероятностью 
Р = Р0 (в других моделях — с веро-
ятностью Р = 0,5).

Математически трёхпараме-
трическая модель формулируется 
в виде1:

( )

( )(1 )
1

eP c c
e

α θ β

α θ β

−

−= + −
+

.      (6)

Способна ли трёхпараметри-
ческая модель компенсировать 
влияние угадывания на результат 
педагогического измерения?

Для проверки проведём не-
большой эксперимент. Пусть 15 
студентов выполнят тест из 16 за-
даний, в каждом из которых нуж-
но выбрать один из четырёх отве-
тов. Предположим, что 8 заданий 
каждый студент решил правиль-
но, а ответы на остальные задания 
даёт случайным образом, пытаясь 
угадать. Наиболее вероятно уга-
дывание двух ответов: 8 × 0,25 = 2. 
Но некоторые угадают больше 
двух правильных ответов, а неко-
торые — меньше.

Рис. 8. График вероятности правильного ответа
для трёхпараметрической модели

1

Birnbaum A. Some Latent 
Trait Models and Their 

Use in Inferring an Exam-
inee’s Ability / In: F.M. 
Lord and M.R. Novick. 
Statistical Theories of 

Mental Test Scores. Read-
ing, Mass: Addison-Wesly, 

1968. 568 p.
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Количество 
угаданных 
ответов, b

Вероятность 
угадывания, 

Р8(b)

Число студентов, 
угадавших b 
ответов, 15×

Уровень 
подготовленности 

студентов, q
0 0,100113 2 -2,6
1 0,266968 4 -0,7
2 0,311462 5 -0,2
3 0,207642 3 1,4
4 0,086517 1 5
5 0,023071 0  — 
6 0,003845 0  — 
7 0,000366 0  — 
8 0,000015 0  — 

Вероятность угадывания b 
из m правильных ответов можно 
найти по формуле Бернулли1:

1 1( ) (1 )b b m b
m mP b C p p −= −

.  (7)

где 
!

!( )!
b
m

mC
b m b

= =
−

 

( 1)...( ( 1))
!

m m m b
b

− − −=  — 

число сочетаний, р1 — вероят- 
ность случайного угадывания 
правильного  ответа.

Например, вероятность уга-
дать ровно один ответ в восьми 
заданиях:

1

Вентцель Е.С. Теория ве-
роятностей. М.: Высшая 
школа, 2001. 576 с.

1 1 8 1
8 8 1 1(1) (1 )P C p p −= − =

8 7 6 5 4 3 2 1
1

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

70, 25(1 0,25) 0,27.− ≈

Результаты расчётов сведе-
ны в табл. 1. Расчёт по формуле 
Бернулли показывает, что двое из 
15 студентов не угадают ни одно-
го ответа; четверо угадают один 
ответ; пятеро — два ответа; трое — 
три ответа; один — четыре ответа. 
Пять или более ответов не угадает 
никто.

Таблица 1
Влияние случайного угадывания на результат педагогического

измерения при использовании трёхпараметрической модели

Обработка результатов тако-
го тестирования проведена с по-
мощью компьютерной програм-
мы Estimate3PL (сайт www.
asksystem.narod.ru). Уровень под-
готовленности студентов, решив-
ших по 8 заданий, но угадавших 
разное количество правильных 
ответов, отличается разитель-
но (см. табл. 1). Это доказывает, 
что трёхпараметрическая модель 

не может компенсировать влия-
ние угадывания.

Полученные данные свиде-
тельствуют, что угадывание пра-
вильных ответов способно внести 
существенные искажения в ре-
зультат педагогического измере-
ния. Для устранения этого нега-
тивного влияния рекомендуется 
использовать задания, которые 
благодаря своей форме устойчи-
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вы к угадыванию правильного от-
вета. В.С. Аванесов рекомендует 
переходить от заданий с выбором 
одного правильного ответа к за-
даниям с выбором нескольких 
правильных ответов1, с числом от-
ветов до 8–10. Для таких заданий 
вероятность случайного угадыва-
ния правильного ответа не превы-
шает 0,001. В этом случае ни один 
из 15 студентов рассмотренного 
выше примера не смог бы угадать 
даже один ответ. Соответствен-
но, отпадает необходимость учёта 
или компенсации влияния угады-
вания. Устойчивы к угадыванию 
задания на восстановление по-
следовательности и соответствия, 
а также задания с кратким свобод-
ным ответом2.

Модель с произвольными 
промежуточными категори-
ями выполнения тестовых 
заданий

В рассмотренных моделях 
IRT принято считать, что ре-
зультат выполнения задания х 
принимает только одно из двух 
значений: х = 1 при правильном 
ответе, х = 0 при неправильном 
ответе. Частично правильные от-
веты в основных моделях IRT 
не учитываются, т.е. отсутствует 
градация степени правильности 
ответа. Если результат выполне-
ния задания может принимать 
больше двух значений (например, 
0, 1 и 2), то обычно рекомендуют 
модели с произвольными и с фик-
сированными промежуточными 
категориями выполнения тесто-
вых заданий3.

Модель с фиксированными 
промежуточными категориями 
выполнения тестового задания 

подразумевает одинаковое коли-
чество категорий в ответах, а так-
же неизменность трудности шагов 
в задании. Задания такой формы 
часто используются при проведе-
нии опросов, анкетировании, ди-
агностировании различных про-
блем.

Более универсальна модифи-
кация модели Раша с произволь-
ными промежуточными катего-
риями выполнения тестового за-
дания, известная в англоязычной 
литературе как Partial credit model 
(PCM). Именно эта модель ре-
комендуется для педагогических 
измерений4. Модель с произволь-
ными промежуточными категори-
ями описывает ситуацию, когда 
за выполнение тестового задания 
испытуемый может получить 
от 0 до xmax баллов. Эту модель 
можно получить математически 
из модели Раша. Приведём вывод 
этой формулы.

Чтобы достичь результата 
x, испытуемый должен после-
довательно преодолеть x шагов, 
за правильное выполнение каждо-
го из которых он получает 1 балл; 
причём сложность выполнения 
каждого шага различна. Рассмо-
трим случай, когда за выполне-
ние задания можно получить 
от 0 до 2 баллов. Очевидно, что 
набрать 2 балла можно только 
при условии, что первый шаг 
выполнен правильно. Тогда со-
гласно теореме умножения веро-
ятностей5 вероятность одновре-
менного появления двух событий 
(первое событие — успешное вы-
полнение первого шага, второе — 
второго шага) равна произведе-
нию вероятности одного из них 
на условную вероятность другого 

1

Аванесов В.С. Приме-
нение тестовых форм 

в Rasch Measurement  // 
Педагогические измере-
ния, 2005, № 4. С. 3–20.

3

Wright B.D., Mok M.M.C. 
Introduction to Rasch 

Measurement. Chicago: 
University of Chicago, 

2004.

2

Деменчёнок О.Г. Влияние 
угадывания на значение 

тестового балла: кор-
ректировать или устра-

нять? //Педагогические 
измерения, 2007, № 1. 

С. 56–70.

4

Wright B.D., Masters G.N. 
Rating Scale Analysis: 

Rasch Measurement. Chi-
cago: Mesa Press, 1982. 

204 p.

5

Вентцель Е.С. Теория ве-
роятностей. М.: Высшая 

школа, 2001. 576 с.
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при условии, что первое событие 
произошло:
π2 = Р1 

• Р2,               (8)
где Р1 и Р2 — вероятность 

успешного выполнения соответ-
ственно первого и второго шага; 
π2 — вероятность получить 2 бал-
ла (во избежание путаницы, веро-
ятность успешного выполнения 
i-го шага будем обозначать Рi, а ве-
роятность получить i баллов — πi)

Очевидно, что вероятность 
правильного выполнения первого 
шага равна сумме вероятностей 
получить 1 и 2 балла:

Р1 = π1 + π2.               (9)
Подставим (9) в выражение 

(8) и зададим Р2 
по формуле (3):

π2 = (π1 + π2),
π2 – π2 

• Р2 = π2 
• Р2,

π2 = π2 
• Р2 :(1 – Р2),

,

,  (10)

где β2 — уровень трудности второ-
го шага.

Аналогично можно получить 
вероятность результата выполне-
ния задания с одним баллом:
π1 = π0

• еθ–β1,            (11)
где π0 — вероятность получить 0 
баллов; β2 — уровень трудности 
первого шага.

Так как получение 0, 1 и 2 бал-
лов составляет полную группу 
возможных событий, то сумма их 
вероятностей равна единице:
π0 + π1 + π2  = 1,

,

,

.        (12)

Подставив (12) в формулы 
(10) и (11), получим:
     

  (13)
     

 (14)

Обобщая полученные выра-
жения, найдём вероятность до-
стижения тестируемым результа-
та xij (т.е. того, что тестируемый 
i выполнит ровно x шагов в зада-
нии j) 1:

или

,                (15)

где k = 0, 1 ...x ij ...x max — количе-
ство шагов; xmax — максимально 
возможное количество баллов за 
задание;

Уравнение (15) является мате-
матическим выражением модели 
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с произвольными промежуточ-
ными категориями выполнения 
тестового задания. По сути, эта 
модель представляет собой моди-
фикацию модели Раша для зада-
ний с градацией степени правиль-
ности ответа.

Педагогические измерения 
на основе моделей IRT

Применение простых математиче-
ских моделей для физических яв-
лений, таких, например, как закон 
Ома, проблем не вызывает. Чтобы 
найти неизвестную величину (на-
пример, силу тока), достаточно 
подставить в формулу известные 
значения (скажем, напряжение 
и сопротивление).

Модели педагогических изме-
рений, представляющие собой ве-
роятностные модели, значительно 
сложнее. В идеальном случае ма-
тематическая модель полностью 
соответствует эксперименталь-
ным данным. Однако в действи-
тельности результаты измерения 
всегда содержат погрешности. Это 
создаёт определённые трудности 
интерпретации результатов вычи-
слений.

Задача педагогического из-
мерения с помощью выбранной 
математической модели сводит-
ся к выбору параметров модели, 
при которых результаты конкрет-
ного тестирования и результаты 
применения математической мо-
дели наилучшим образом совпа-
дают. Другими словами: нужно 
так подобрать значения уровней 
подготовленности испытуемых 
и параметры тестовых заданий, 
чтобы расчёт по выбранной моде-
ли оказался максимально близок 

к результатам выполнения теста. 
Решение этой задачи во многом 
зависит от того, что именно мы 
условимся считать наилучшим, 
т.е. от критерия оптимальности. 
Теоретическую базу всех мето- 
дов и приёмов, положенных 
в основу построения эмпириче-
ских математических моделей, 
составляет метод максимального 
(наибольшего) правдоподобия. 
В общем виде метод максимума 
правдоподобия можно сформули-
ровать так: наилучшее описание 
явления — то, которое даёт наи-
большую вероятность получить 
в результате измерений именно те 
значения, которые и были факти-
чески получены1.

В формальной записи этот 
метод может быть представлен 
в виде максимума произведения 
вероятностей всех наблюдаемых 
независимых событий2:

     
  , (16)

По методу максимального 
правдоподобия наилучшим будет 
признан тот набор значений θ и 
β, при котором произведение рас-
чётных вероятностей фактически 
полученных результатов макси-
мально:

     
              ,            (17)

где Pij(xij) — вероятность резуль-
тата хij при решении i-м тести-
руемым j-го задания, найденная 
по выбранной математической 
модели; n — количество испытуе-
мых; m — число тестовых заданий.

Критерий оптимальности так-
же может быть выражен по мето-
ду наименьших квадратов. Требо-

max
1

21 →=⋅⋅⋅ ∏
=

N

i
iN pppp K

2

Айвазян С.А., Мхита-
рян В.С. Прикладная 

статистика и основы эко-
нометрики. М.: ЮНИТИ, 

1998.

1

 Львовский Б.Н. Стати-
стические методы по-

строения эмпирических 
формул. М.: Высшая 

школа, 1988.
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вание наилучшего согласования 
расчётных и экспериментальных 
данных сводится к тому, что-
бы сумма квадратов отклонений 
между ними обращалась в мини-
мум:

     
.  (18)

Аналитически выражения 
(17) и (18) неразрешимы отно-
сительно искомых параметров 
подготовленности тестируемых 
и тестовых заданий, что затруд-
няет подбор параметров. Поэтому 
задача оценки параметров модели 
IRT сводится к математической 
задаче численного поиска экстре-
мума (максимума или минимума) 
функции. Известны варианты 
упрощённого решения, например 
алгоритм PROX1, базирующийся 
на предположении о нормально-
сти распределения уровня подго-
товленности испытуемых и уров-
ня трудности заданий.

Хотя упрощённое решение за-
дачи определения уровня подго-
товленности тестируемого по про-
цедуре PROX может быть найдено 
без использования компьютера, 
такой подход в настоящее время 
не рационален.

Во-первых, исчезла необхо-
димость упрощения решения — 
компьютеры доступны, и исполь-
зование в решении моделей IRT 
не создаёт никаких проблем сов-
ременным компьютерам.

Во-вторых, при упрощённом 
решении снижается точность пе-
дагогических измерений — реаль-
ное распределение уровней подго-
товленности и уровней трудности 
всегда будет отличаться от иде-
ального нормального распределе-

ния. А поправочные коэффици-
енты всегда будут недостаточно 
точны для полной коррекции ре-
зультатов вычислений.

В-третьих, ручной счёт слиш-
ком трудоёмок и ненадёжен — 
требуется провести большой 
объём вычислений, при котором 
ошибки, просчёты, неверная за-
пись полученных результатов 
практически неизбежны.

Применение IRT фактически 
невозможно без использования 
компьютера на этапе оценки пара-
метров математических моделей. 
Какие программы можно исполь-
зовать?

Во-первых, универсальные 
программы для обработки число-
вой информации: электронные 
таблицы (например, Microsoft 
Excel), а также математические 
пакеты MathCad, Mathematica, 
Maple, MathLab и др. Основное 
преимущество универсальных 
программ — гибкость (возможна 
тонкая настройка поиска реше-
ния, расчёт и визуализация лю-
бых дополнительных параметров 
и т.д.). Недостаток универсаль-
ных программ — существенная 
трудоёмкость подготовительных 
работ (нужно не только ввести 
данные, но и составить все необ-
ходимые формулы, правильно 
задать ограничения и параметры 
поиска решения) и сложность 
для неспециалистов. Поэтому их 
нельзя рекомендовать для широ-
кого использования в практиче-
ской оценочной деятельности.

Во-вторых, для нахождения 
параметров математических мо-
делей можно использовать спе-
циализированные компьютерные 
программы, например:

( ) min)(
1 1

2 →−∑∑
= =
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j
ijijij xPx

2

Wright, B.D. and Douglas, 
G.A. Better procedures for 
sample-free item analysis. 
Research Memorandum № 
20, Statistical Laboratory, 
Department of Education, 
University of Chicago, 1975.
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1. Программы Winsteps и Fa-
cets Д.М. Линека (John M. Lin-
acre), сайт www.winsteps.com. Эти 
программы могут проводить рас-
чёты на основе модели Раша и мо-
дели с произвольными промежу-
точными категориями выполне-
ния тестовых заданий (PCM)3.

2. Программа RUMM2020, со-
зданная в Rumm Laboratory Pty 
Ltd (сайт www.rummlab.com), 
обеспечивает расчёт параметров 
модели Раша, двух- и трёхпараме-
трической моделей, а также моде-
ли с произвольными промежуточ-
ными категориями.

3. Написанная автором этой 
статьи программа Estimate3PL 
(сайт www.asksystem.narod.ru) 
выполняет подбор параметров мо-
дели Раша, двух- и трёхпарамет-
рической модели.

Для использования этих про-
грамм достаточно ввести резуль-
таты тестирования и указать па-
раметры работы. Определение 
уровней подготовленности ис-
пытуемых и параметры тестовых 
заданий выполняется автомати-
чески.

Интерпретация результатов 
тестирования

Интерпретация тестовых резуль-
татов требует понимания некото-
рых важных особенностей IRT.

Во-первых, необходимо учи-
тывать точность данных педа-
гогического измерения. Выданные 
компьютерной программой зна-
чения уровней подготовленности 
испытуемых и параметры зада-
ний — это наиболее вероятные 
значения этих неизвестных вели-
чин. Истинные же значения этих 

величин неизвестны. Поэтому 
нельзя определить погрешность 
путём сопоставления истинного 
и расчётного значения уровня под-
готовленности конкретного ис-
пытуемого. Вероятные величины 
ошибок можно оценить по фор-
мулам, полученным А. Бирнбау-
мом1 (чем меньше σ, тем тем выше 
точность определения искомого 
параметра):

,  

(19)

,

(20)
где 

iθσ  — стандартная ошибка 
уровня подготовленности i-го 
испытуемого; jβσ  — стандартная 
ошибка уровня трудности j-го 
задания.

Формулы (19)–(20) справед-
ливы для трёхпараметрической 
модели. При cj = 0 и αj = 1 — мо-
дели Раша.

Все рассмотренные выше спе-
циализированные программы 
обеспечивают расчёт стандартных 
ошибок. Стандартная ошибка свя-
зана с погрешностью измерения 
зависимостью2:

Δθ = ε • σθ ,
где ε — аргумент функции Лап-
ласа, при котором она равна по-
ловине заданного значения веро-
ятности α (табличная величина, 
например: α = 0,68 соответству-
ет ε = 1,0; α = 0,90 соответствует 
ε = 1,65;  α = 0,997 соответствует 
ε = 3,0 и т.д.).
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Найденный уровень подго-
товленности испытуемого нужно 
рассматривать не как конкретное 
числовое значение, а как интервал 
вида θ ± Δθ. Например уровень 
подготовленности тестируемого, 
равный единице, при σθ = 0,3 мо-
жет трактоваться так:

— с вероятностью 68% уро-
вень подготовленности этого ис-
пытуемого находится в интервале 
θ = 1 ± 1 • 0,3 (или 0,7 ... 1,3);

— с вероятностью 90% — θ = 
= 1 ± 1,65 • 0,3 (или 0,5 ... 1,5);

— с вероятностью 99,7% — θ = 
= 1 ± 3 • 0,3 (или 0,1 ... 1,9); 

— с вероятностью 100% — θ = 
= 1 ± 5 • 0,3 (или –0,5 ... 2,5);

Во-вторых, сопоставимость 
результатов тестирования обес-
печивается тем, что параметры 
тестовых заданий оцениваются 
совместно, по единой шкале. На-
пример, уровень подготовленно-
сти θ = 1 при выполнении испы-
туемым теста с набором простых 
заданий равноценен результату 
θ = 1 при выполнении теста с на-
бором более трудных заданий 
только в том случае, если параме-
тры всех тестовых заданий оце-
нены совместно. Т.е. предвари-
тельно нужно собрать статистику 
ответов испытуемых на задания 
обоих тестов, объединить резуль-
таты и с помощью компьютерной 
программы получить параметры 
заданий, выраженные в единой 
шкале.

Без выполнения этого условия 
результаты тестирования несопо-
ставимы. Поэтому некорректно 
сравнивать результаты тестиро-
вания, например по математике, 
если использованы разные, никак 

не связанные между собой тесты. 
По этой же причине невозмож-
но прямое сопоставление уров-
ней подготовленности студентов 
по разным учебным дисциплинам 
или годам обучения.

Третья особенность — слож-
ность перевода уровня подготов-
ленности обучаемого в педагоги-
ческую оценку. Тестовый балл, 
полученный при обычном те-
стировании, обычно достаточно 
просто ассоциируется с оценкой. 
Например, 8 баллов из 10 воз-
можных или доля правильных 
ответов — 80%, вероятнее всего 
соответствуют оценке «хоро-
шо». В IRT оценки уровня под-
готовленности обучаемого могут 
принимать как положительные, 
так и отрицательные значения. 
Известно, что большее значение 
уровня подготовленности соот-
ветствует лучшему знанию пред-
мета. Однако непонятно, с какой 
педагогической оценкой обще-
принятой шкалы «неудовлетво-
рительно — удовлетворитель-
но — хорошо — отлично» можно 
сопоставить уровень подготов-
ленности, равный, например, — 
0,5 или 2,6.

Поскольку однозначных кри-
териев перевода количественного 
показателя — уровня подготов-
ленности тестируемых в показа-
тель качества — в педагогическую 
оценку нет, то целесообразно 
привлечение мнения квалифи-
цированного специалиста — пре-
подавателя. Для этого некоторые 
работы тестируемых оценивает 
преподаватель с выставлени-
ем педагогической оценки. Зная 
оценки и уровни подготовленно-
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сти тестируемых, несложно найти 
интервалы уровня подготовлен-
ности, соответствующего каждой 
оценке.

Мировой и отечественный 
опыт убедительно доказывает, 
что острота большинства про-
блем контроля знаний сущест-
венно снижается при внедрении 
тестовой формы контроля. Поэ-
тому разработка технологии те-
стового контроля, в частности 
IRT, адаптированной для пра-

ктического применения в оценоч-
ной деятельности преподавателя, 
представляется важной задачей, 
имеющей как теоретическое, 
так и практическое значение. Во-
прос о целесообразности приме-
нения тестовой формы контроля 
каждый преподаватель решает 
сам; «право на свободу выбора… 
методов оценки знаний обучаю-
щихся» ему предоставлено феде-
ральным законом РФ «Об обра-
зовании»1.

5

Закон РФ от 10 июля 
1992 года № 3266-1 «Об 

образовании».


